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AVANT-PROPOS. 


L’edition des OEuvres de Foiiriei', dont nous publions 
aujourd’hni le premier Volume, etait reclam^e depuis long- 
temps par les physiciens et les geometres; entreprise avec 
I’appui bienveillant dii Ministere de I’lnstruction pnblique, 
elle prendra place dans la collection des Documents inedits, a 
cote des OEuvres de Laplace, de Lagrange, de Lavoisier, de 
Fresnel et de Cauchy. Par I’importance de ses decouvertes, 
par I’influence decisive qu’il a exerc^e sur le developpement 
de la Physique matliematique, Fourier meritait I’liommage qui 
est rendu aujourd’hui a ses travaux et a sa memoire. Son nom 
ligurera dignement a cote des noms, illustres entre tons, dont 
la liste, destinee a s’accroitre avec les annees, cohstitue cles a 
present un veritable titre d’honneur pour notre pays. 

La Theorie ancdjtiqae de la Chaleur, qui forme a elle seule 
ce premier Volume, a paru en 1822. Ce bel Ouvrage, que 
I’on pent placer sans injustice a cote des ecrits scientifiques les 
plus parfaits de tons les temps, se recommande par une expo- 
sition interessante et originale des principes fondamentaux ; 
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il eclairc' do la lumim'i la plus vivo ot la plus pdnetraiitt^ loiitos 
los idoos ossentiolles ([uciious dcvoiis a Foui’ior ('1; sur l(\s(|ucllos 
doil. I'cposei' dosormais la Pliilosopliio ualiin^llc; inais il (“.oa- 
lioal:, lions dovoiis lo ro(U)anailro, hoaucoap d(^ ao^lif>oao(^s, 
dos orroars d(^ oalcal ot do detail <|ao Foaricu' a sii evitor dans 
d’aalros oo.rits. (iaide par les coasoils do aotro oiaiiuait odi- 
tt'ur, M. (laatlaoi'-Villars, nous nous soiaiaos a])pli(|ao a 
lairo disparatlro los iiuaina'ctioas typo^i’apliicpu'S. Nous avoas 
la'i’ait l(‘s oahails, (airrij^-d avo;o le plus ^raad soin I('S naivois 
iaoxa(!ts, l<is orroars d(i aolalioa (^t (riia[)r(‘ssioa, aiais <;a amis 
adaoliaal loujoars a i'<‘S|)o<‘t(‘r la (dnao si eloi^aalo ot si pari* 
(juo Foariiu' doniu^ hahilaelleaieat a sa p<aisd(‘. I la lamahri' 
distia[>;ad d(^ I’l^asoigaeaioat saperioar, M. Paul Maria, pro- 
(oss(‘ur a la Faoalle dos Soioiau^s do; Riaaas, nous a hoaaooap 
aido dans oiiU; ])artio (\ss<‘atiell<^ d(' aoiro; Ii'a'la^ : aoas aoas 
plaisoas a lai adia^ssor iiii aos [ilas vil's riuuoroiiaaoiUs. M . Maria 
viail lii(‘a aoas (“.oatiiaua* son (‘oaooars |)our sia'oad Vohaao, 
<loat riaipri'ssioa ost doja (‘onaaoiu'oo. 

Fos rooli('r(!li(‘S do r'oarioir n^lalivos a la thoorii* do la <'lia- 
l(>ar riaaoaloal a la lla da xvia'' sioa'Ui ; olios oal dtii ooaaaa- 
ni((ao('S a r/\<“addauo d<>s Sidoaoos lo; v, i doiaaahro 1807. (iiiU* 
pianaioia^ pal)li<*atioa ao aoas ost pas jiarvtauio; oa no la 00a- 
aail (|ao par uu oxtrail d(‘ ([aalia^ j)aj^'(‘s iasdrd oa 1808 an 
Ihtllciiii de la Sacwle phHomalhUitie ; olio a dti; lao ('t d(*j)osd(‘, 
laais a, sans doatc, etc rotirdo par Foarior dans ooaraat do 
raiiadc i8io. 
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L’Academie ayant mis au concours, pour i8i i , la question 
suivante : 

a Donner la theorie mathematique des lois de la propaga- 
3) tion de la chaleur et comparer le resultat de cette, theorie a 
3) des experiences exactes », 

Fourier envoya, le 28 septembre 1 81 1 , un travail tres etendu, 
forme, d’apres ses propres declarations, du Memoire primi- 
tivement soumis a I’Academie et des notes qu’il y avait suc- 
cessivement ajout^es. Ce nouveau travail fnt couronne dans 
la seance publique du 6 janvier 1812. Les juges du concoux’s 
etaient Lagrange, Laplace, Mains, Flaiiy et Legendre. Leur 
Rapport nous a ete consei've. Toutes les appreciations, sauf 
ime peut-etre, y sont d’une rigoureuse exactitude, et, cepen- 
dant, il est permis de penser que, dans son ensemble, il ne 
rend pas pleine justice aux efforts et aux deconvertes de Fou- 
rier. 

cc Cette piece, dit le Rapporteur en parlant du Memoire de 
33 Fourier, I'enfermeles veritables equations differentielles de 
33 la transmission de la chaleur, soit a I’interieur des corps, 
33 soit a leur surface; et la nouveaute du sujet, jointe a son 
33 importance, a determine la Classe a couronner cet Ouvrage, 
33 en observant cependant cjue la maniere dont FAuteur par- 
33 vient a. ses equations n’est pas exempte de difficultes, et que 
33 son analyse, pour les integrer, laisse encore quelque chose 
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» a (Icsircr, soit rclalivemeut a la gcneralite, soil uicinc du 
» cdtc do la rif^uonr. » 

IjO maiuiscril do Fourior I'ail pai'tio, anjoui'd’lmi oiioori', dos 
Ai-oliiv(‘s d(‘ I’ Ai'addinio. IjOf^raiid j>(u)motro, dovomi SoiaxUairi' 
poipdliiol apros la inorl do Dolambro, I’a fail imprinu'r, sans 
y appoiior anonn ohanf^onunU. dans los Voliiinos dc' ,/1/i7//o//v’.v 
poui' iHi<)-i87o ol I 87 1-1 donx. ans apros la |)ul)lioalion 
d(' la 77 / 00/70 ///' Id C/i((l('fir. I‘'()uri(‘r ddsirail, sans doulo, ida- 
hiir aiiisi d’liiio luanion^ iiioon(:<’slal)l(‘ sos ilioils do jiriorili'; 
oar la pri'iniori' I’arlii' dii Moinoiro d(“ 181 i, oolh' ipii a paru 
dans lo Volumo pour i8ip-i8uo, no didoro ipiAai d('s poiiils 
lotU a (ait soooiidairi's do la rodaolioii dofinilivo a laipudio il 
s’osl. arri'io dans la Thcoric dc la Cludeitr. Nous avons doiio 
roaoiu‘0 a /’(‘produiro oolU' promior<‘ Parlii'; iiiais la siaamdo, 
(jui a olo iniprimoc' on i8ad), <lans lo N'oliinu^ dt's Mrnioircs 
pour i8a,i-i8‘.>,a, od’ro lo [)lus viCinlorol; <'ll(' ooimiKMioora 
noiro soiauid Volumo ol si'ra, I'royous-iious, hii'ii aooiK'illio 
d(‘ tons. 

II y a aujourd’luii (pialro-viugls ans <pi(* (''oiirior (it a I’Aoa- 
ddmio dos Soionoos sa [na'iuidia^ (loininunioation sur 1<'S dtndi's 
<pii out oooupd tonlo sa vi(^ Los mdUiodi's donl rillusti’o 
savanl a onriohi la Soi('noo trouvont tnaintinianl dovant <“ll(“s 
un oliaiup vast!' ol pros/pio inoxplord d’applii'ations nouvidlos 
dans la tlidorio modorno do Fcka^trioite. Pnisso notr<' ddition 
los rcpandro euooro, puisso-l-cllo maintonir ot aooroitro dans 
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noti'e pays et parmi nos jeunes geometres le goiit de la Pliy- 
sique mathematique. « L’etude approfondie de la nature est 
la source la plus feconde des decoiivertes mathematiques. Non 
seuleinent cette etude, en oflrant aux rechercbes un but de- 
termine, a I’avantage d’exclure les questions vagiies et les cal- 
euls sans issue, elle est encore un moyen assure de former 
I’Aualyse elle-meme, et d’en decouvrir les elements qu’ilnous 
impoi'te le plus de connaitre et que cette science doit toujours 
conserver : ces elements fondamentaux sont ceux cjui se repro- 
duisent dans tons les effets naturels. » C’estpar ces reflexions, 
empruntees a Tadmirable Discours prelimindire que Ton va 
lire, qtie nous terminerons ces qiielqnes lignes dans lesquelles 
nous nous proposions surtout de remercier tous ceux qui out 
pris part ii notre publication ou qui Font rendue possible. 


yti dccembrc 1887. 

Gaston DARBOUX, 

de rAcademie des Sciences. 
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DISCOlfHS PHKLIMINAIUE. 


\x> ^au^^‘s priinnrdialos no inuis snni poini roninn's, lunis (dh^s son! 
assn jottios a (h'slois siinph'StM (‘nnslan((‘s (juo Ton pinif doc^ouvrii* |)ai* 
rnbsorvaf ion, ol dnnt Tolndo {\s| rol)j(d d<^ la Philoso])hio na^^r(dl(^ 
l,a ohaloni* poni'iro. (’ornino la fi’ravitb, (onl(*s 1(‘S subslanr.os d<‘ rnni- 
\cv^: NOS ra\oiis (H’onpinil tonh's l(‘s parties d(‘ ^('S|)ao^^ I.o hiil 
noire* Oiivra^e* esst d’e*\poS{‘i* 1<‘S Inis inatlioinali(|uos (|U(^ sail o(*(, bio- 
tiH*n!. ihoono rorin(‘ra d(‘'^orInais niie* d(‘S l)ranedn‘S le‘S [)lns iia- 

peniant«*s de* la ldi\Nii|in‘ uonoralo. 

I.oN (•oiuiaiNN;nirt*s (|ao 1 (*n phis aindons pe*iiplos avaienit [ni aociabrir 
daio- la Meoaniejin* rat ionne*lle* no nans soul penal parvenuu's, <d. riiis- 
Inire* de* oe^lte* soit*ao(‘. si Teni <*\e*t*plt‘ lt‘s pr<naie*rs lluMiroan'S sar Thar- 
nnnuen no loanenfo peiinl an dedii de*s ded’oave'rh's erAre’hiaiode*. Ta* 
-rain! ooouif*frr o\[di{(na h*s prinoijn‘S aialliornaliepie'S do rbejaililna* 
d«‘N -*olid«*s rl e!f‘s llanlos. 11 -.d*e*<»ala (*n\iron dixdiail sie'ohss avaal qa(‘ 
ihdiie*e\ pre*inn*r tintaihntr elos thoorie*s d vnaniie|at‘s, d(‘(*oavril. 1(‘S Inis 
dn iinni\onn*nt tie's ortrps -i*aN os. Ne'Wfnn enahrassa dans ooUe* se‘i(‘a(‘(* 
innntdh* hiiil lo sv^foaio tit* ranivors, la‘s snoi*t‘Sse‘ai's d(‘ oess philnso 
phos t»nt thnun* a ot's thotirn's nuv ottnuha* (*1 aae* pi'rloed/ion aelraira 
Idos; iK innis tnil appris e|ao lt*s pln*ntHaoa(‘s h‘S phis (hv(‘rs snat 
-tjainis a iiii prtil ntniihro do has fhadaiaonlaIt*s, <|ui se* n'prodaisenit 
dan- l«tiis h*N aoti'N do la nataro. On a re'onaau ((no h‘S nibnn*s pria- 
oipi '. rotihnil tons los fana\t»inonls dos astrens, hnir loi'iatn h‘s iae*j^ndil(‘s 
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,1,. l.Mirs coiu-s, l’(Miuilil>r(' (‘I les oscillations dcs mors, Ics vihralioos 
l,;,n>i(.iii(iiics (Ic I’aic ct (Ics corps soiiorcs, la transmission do la 
|,„„i!.rc, Ics actions capillai.TS, Ics ondulations (l(‘s li(inid('s, cnlln, Ics 
Hr.>(s Ics plus coniiH)S(>s(lc lonU's Ics forces natnrcllcs; ct Ton a con- 
li,.an'> c.>ll(‘ pcnsi'm (!(' Ncwlon : Quod Ktm [uiucis lam rna/tu prwsM (do- 

niiirut ^'lorudiir ( * ). 

Mais' (incllc (pie soil rt'lcndnc dcs tluoirics in(«cani(iucs, dies nc 
s’apidiiincnt point aux cllcis dc la chahmr. llsco.nposcnt un ordre spti- 
,1c pln'Mioniiuics (pii nc pmivcnt s’l'Kidiipicr par Ics princiiii's do 
inonvcincnl c( dc r.Miuilihrc. On possede depnis lonj^lcmps dcs instru- 
tucnls iiiKi'-nicux propi'cs a mesurer plusicurs d.' c(‘S cIlVis; on a 
raciH'illi dcs ul.si'cvalions pircicnscs ; inais on nc connait amsi ([lie dcs 
rcsullals parlicls, d non la (Itnuonstration malln'nnaliiinc dcs lois (pii 
Ics coinprmincnl Ions. 

J-ai didnit CCS lois d’unc lonj^nc (‘tndc ct dc la comparaison alien- 
liv(‘ dcs fails connns jnsiprii cc jonr; j(' Ics ai Ions ohscrvi'S d(> noiiV(‘au. 
,huis Ic conrs dc plnsicnrs ann.'-cs, avee h's instruments Ics pins pnVis 
iloni on ail enema' fail nsap,(‘. 

PiMir fonder cdlc lln'oric. il ('tait (rabord lU'ccssairc dc dislin^in'r 
,>t dc ddinir avee pircision h'S proprii'li's dc'incnlairi's (pn dcU'rmi- 
rac.lion dc la dialcnr. J’ai n'connn cnsnilc <pic tons Ics pln'iio- 
ihMics (pii (b'pendont dc ci'llc adioii sc n'solvcnt cn un Ires p.'Ut 
nomhre dc fails {•('lu'-ranx cl simples; ct, [lar la, Ionic (pu'stion pby- 
siipic dc cc i;cnrc csl raim'iK'c a niu' rcchcrdu' d’Analvsc mallicma- 
(i,p„'. J’en ai concln (pie, pour di'lcrmincr cn nombre Ics monva'ini'nls 
Ics plus vari('S di' la cbalcnr, il snflit dc soumettre dnnpic substance ii 
trois observations fondamcutalcs. Kn diet, los diUcrents corps nc pos- 

, . ) muuralh prindpia fnathcmalia,. Pra-Jath ad lcvt<^<-n,. Ac d-no""' 

Geomotria (luod lam paucis priucii>iis alimulc pcUUs lain mulla puebie . 



DISCOURS PRELIMINAIRE. xvii 

sedent point au memo degre la faculte de contenir la chaleur, de la 
recevoir on de la transmettre a travel’s leur superficie, et de la conduire 
dans I’interieur de la masse. Ce sont trois qualites specifiques qiie 
notre theorie distingue clairement et qu’elle apprend a mesurer. 

II est facile de juger combien ces reclierches interessent les sciences 
physiques et I’economie civile, et quelle peut etre leur influence sur 
les progres des arts qui exigent I’emploi et la distribution du feu. Elies 
ont aussi urie relation necessaire avec le Syst'eme du monde, ct Ton 
connait ces rapports si Ton considere les grands pbenomenes qui s’ac- 
complissent pres de la surface du globe terrestre. 

En effet, le rayon du Soleil dans lequel celte planete est incessam- 
ment plongee penetre I’air, la terre et les eaux; ses elements se di- 
visent, changent de directions dans tons les sens; et, penetrant dans 
la masse du globe, ils en eleveraient de plus en plus la temperature 
moyenne, si cette chaleur ajoutee n’etait pas exactement compensee 
par celle qui s’echappe on rayons de tons les points de la superficie, et 
se repand dans les cieux. 

Les divers climats, inegalement exposes a Taction de la chaleur 
solaire, ont acquis, apres un temps immense, des temperatures propres 
ii leur situation. Get elfet est modifie par plusieurs causes accossoires, 
tclles que Televation et la figure du sol, le voisinage et Tetendue des 
continents et des mers, Tetat de la surface, la direction des vents. 

L’intermittence des jours et des nuits, les alternatives des saisons 
occasionnent, dans la terre solide, des variations periodiques qui se 
renouvellent chaque jour ou chaque aniiee; mais ces changements sont 
d’autant moins scnsibles que le point oil on les mesure est plus distant 
de la surface. On ne peut remarquer aucune variation diurne a la pro- 
fondeur d’environ 3“; et les variations annuelles cessent d etre appre- 
ciables ii une profondeur beaucoup moindre que 6o™. La temperature 
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(los liciix profonds os(. done R(',nsiM('ni('n( lix(' diiiis tin lieu doniu' : 
inais elle u’osi, ])as la nienie ])oui“ Ions les {)oiii(,s d’lin lueiiK* paealllde: 
en general, cll(' s’elev(5 lors([n’()n s’approelie (!(> re(|iia(eur. 

La elialeiir (|iie leSoL'il a eoinnnnruitiec' an glolx; Icna'slia', (M (]iii a 
()ro(hii(, la divftrsile des elinials, (^sl asRiij(‘l.(i(‘ luaiuleiiaiil a uii iiiouve- 
meal, di'veiui unilbrnK'. Kll(\ s’avauea^ dans rinlei'ieur de la masse 
(m’elle peni‘lre (,ou( (Uiliiaa', (^.(m menu' (em[)S elle s’eloigiie du plan de 
requaleiir, et va S(i [xu'dre dans Ib'siiaea* a (rav('rs les eonlrees p(daii'es. 

Dans les liauli'.s regions de. ralniosplii're, Fair, (ri's raia- ('( diapliane. 
IK' relienl; ([ii’nne (ailile parlie di' la eliali'ur di's ravoas solaires : e’esl 
la eansi' priueipale da I'roid I'xe.i'ssil’des lienx eli'ves. Les eoiirlies iiil'e- 
rii'ures, plus deuses I'l |dus eeliaudei's par la li'rri' ('( li'S I'aiix. si' di 
lalenl I't s’l'levenl.; elles so. rerroidisseat par ri'll'i'l, aieuii' de la dila- 
(alion. l-es grauds monvemeuls de Fair, eoiniue L's veiils ali/.es qui 
sourilenl. eutre les (.ropiqui'S, iie soa(, [loiul deleraiiiies par li's Ibrees 
aU.raelives di' la Luue I'l, du Sided. I/arliou de ees asires ue ]»rnduil 
siir an lliiide aassi rare, a line aiissi grande dislaiiee, qiie des usrilla- 
lioas Iri's pea sensililes. de soul, les e.liangeiuenls des (eiiiperalures qiii 
de|)laeeut periodiijnenient (mil.es li'S parlies de Falmosjdii're. 

IjI's I'aiix de FOeeaii soul, didereniiiient I'xposees par leiir sarlaei' aa\ 
rayons du Soleil, e(. le (bad du liassin qui les reiirernie es( eeliaiide Iri's 
iaegalenient depuis les poles jus([u’a Fequaleur. des deux eaiises, 
(oiijoiirs preseul.es, e(, coailiiiieos avee la gravile e(. la Ibree l■ell(ri('age, 
entretieiiiieal. des niouveiueuls iiunii'iises dans Finlerieiir des niers. 
dlles ca deplacent e(. en melenl. (outes les parlii's, e(. proiliiiseiil ees 
eourants reguliers et generaux quo les navigaleurs oal. oliserves. 

La chaleur rayonnaulc qui s’echappc de la superlie.ie de (mis les 
corps cl traverse les milieux elasliques ou les espaces vides d’air a des 
lois speciales, ct elle concourt aux phenomencs les plus varies. On 
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connaissait deja I’explication physique de plusieurs de ces fails; la 
tlieorie mathematique que j’ai formee en donne la mesure exacte. Elle 
cousiste, en quelque sorte, dans une seconds catoptrique, qui a ses 
theoremes propres, et sert a determiner par le calcul tous les effets 
de la chalour directs ou reflechie. 

Cette enumeration des objets principaux de la theorie fait assez con- 
naitre la nature des questions que je me suis proposees. Quelles sont 
ces qualites elementaires que, dans chaque substance, il est necessaire 
d’observer, et quelles experiences sont les plus propres a les deter- 
miner exactement? Si des lois constantes reglent la distribution de la 
cbaleur dans la matiere solide, quelle est I’expression mathematique 
de ces lois? et par quelle analyse peut-on deduire de cette expression 
la solution complete des questions principales? 

Pourquoi les temperatures terrestres cessent-elles d’etre variables a 
une profonjeur si petite par rapport au rayon du globe? Chaque ine- 
galite du mouvement de cette planete devant occasionner au-dessous 
de la surface une oscillation de la chaleur solaire, quelle relation y 
a-t-il entre la duree de la periode et la profondeur oil les temperatures 
devieanent constantes? 

Quel temps a du s’ecouler pour que les climats pussent acquerir les 
temperatures diverses qu’ils conservent aujourd’hui; et quelles causes 
peuvent faire varier maintenant leur cbaleur moyenne? Pourquoi les 
seuls changements annuels de la distance du Soleil a la Terre ne cau- 
sent-ils pas a la surface de cette planete des changements tres consi- 
derables dans les temperatures? 

A quel caractere pourrait-on reconnaitre que le globe terrestre n’a 
pas entierement perdu sa chaleur d’origine, et quelles sont les lois 
exactes de la deperdition? 

Si cette chaleur fondamentale n’est point totalement dissipee, 
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roniUH' riiH!i<|H<MU |)lnsi(uii*s (>l)S(irval.i<)i)s, elRj |)(‘iil. eiro a 

«!r 5j,raiHl(‘s pi'olbndcairs, c(. ((Uiladbis elh^ lEa })lus aujoiird’liui aiiciiii(‘ 
ntlliiriua* srtisihlo sur la l,(‘.m|>oralin‘c inoNaMino (l(‘s (diiuafs ; Irs (dials 
(ju<‘ Ton y obs(‘rv<‘ soal das a raclioiii d(^s rayons salaiia^s. Mais, iiuhV 
pondaainHaU d(‘ (‘(‘s diaiK soiuaa's d(^ (*hal{MU% ruin' fondaunMilah^ (d 
jiriiniiivo, propia'. an f'lolu^ Rn'n'slns raulri^ du(‘ a la i)r(''scnir(' do So-” 
l(d!, idy a-t-il [loinl mu'- (‘aus(* plus univ(‘rs<‘ll(‘, (jui d(d<aaniin' la 
raiundii i'it'l, dans la parl’u' di^ Fi'spaia' (|(ro(a‘U[)(^ aiaiidinianl !(' sys- 
foiiH' su!air(‘? ldiis(iu(‘. b's (ails ol)S(‘i‘vos rt'udc'ul (‘(dU' (‘aus(' nrrt'ssaiia*, 
qutdli's S(Hi(, dans (‘(‘(l(* ([(U'slion (‘UliJaa'annil nouvidh*, I(‘s roiiS('‘- 
(jinnirrs <riHn‘ lhrori(‘ {‘xa(d('? coainn'id [lourra-l-on (h'di'raiiinn* <*(dh' 
\al(‘iir rcaislaalt' d(‘ la /f ?///;< 7v/////v' di' rrspitrc, (d (Oi didluiia' (adh' (|ui 
rnn\ i<‘ul a rlnnjoi* |)!an(d(‘? 

11 lau! ajoulora (U's (ju(*s(i<ms rt'lh'S (jui do[u‘nd('al di's i)i*o|>riol('‘S d(' 
la (diabntr rayoauautt'. On roaaail (res disliindtaainil la (‘ausi' physi(|ii(‘ 
d(’ la tadit'xioii da (Void, (‘’(‘s(-a-din‘ d(‘ la la'dh'xioa (ruin^ laoiadia' rha- 
l(‘ur; mais ijiadh* (‘si r(‘X[>r(‘ssioa iaa(lHdaa(i(|in' d(' (ad ('llel? 

Or qinds [a’nn’i|M‘s f»en('*raux di'qii'inhail. l(‘s ((aa|Ma*alar(‘S alaio- 
sjdn*riqu(‘s, soil (jar 1(' tln'raioaiidn' (|ui l(‘s au'sma' ia‘(;oiv(‘ ianatVlia- 
irunail l(*s rayons da SoU'il, sur am' surlacu' m('dalli([U(‘ on d(qM)li<‘, 
soil quo cad instraaunil (haiH'aia' (‘X|)os('*, duraal la anil, sons on riel 
i‘Xtnii]it dt* nnajAa's, an (‘onUnd. d('. Fair, an ray(Hia(an(nd (has (*or[is Itn*- 
ri^sfns, (d ;i (odni d(*s [iarii(*s d(^ Fataiospherc' l(‘s [das ('doi^inb'S (d l(‘s 
jdas IVoifhas. 

l/inlonsilr d(‘s rayons (jni sd'adiaiqx'nl (Fun poini d(' la sup('r(i(!i(' 
dt*s ritrps rrliandes variant avta* h'ur ineJinaisoa snivaal une loi (|ii(‘ 
i(*s (‘xporiianaxs oaf iadi(ja(a', n\v a-t-il [las aa ra|)[H>rl aialludnaFajur 
aeressaire enlr(‘ r(‘n(‘ loi (‘1 h' (ail j^aaieral de Fiajiiilibri' d(' la idiabair; 
(d cjutdle est la caus(' pbysiijue d('. in(‘gale iati'asite? 
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Miiliii, la ('lialciir pouMn^ Ics iiiass<'s Iluidcs (it y (h'ltcirmiiK' 

(l(‘s iii()nv(“m(‘iils int('‘ri(Mirs, par Ics (‘lianj>(MU(!uts (ioiitiuucls (hi t(impc- 
raliirc ct dc dciisili'- (hi clnKiiKi moh'iciihi, p(iul-()u (iiKioiai oxpriiiKir par 
(Ics ('‘(|iiiilious (liHcrciiti(dlcs l('s Icis d’lm (‘(let aussi compesti ; ct (picl 
cliaiigcuicnl cn r('‘siil( c-(-il dans h's ('‘(inations g('in('iralcs (hi I’llydrc- 
ily iiaiiii(pic ? 

Tcllcs Mini Ics (picslinns princiiialcs (pni j’ai r(“sohi(is, ct ([ui 
n'avaicnl pnini cncnia' ('‘h'‘ snnniiscs an cahiiil. Si I’cn considcrc, (h‘ 
pins, Ics rappnrls miilliplii's dc c(‘(((‘ lluhiric ina(li('iiiiati(pi(‘ :iV(‘(i Ics 
nsaucs civils ct Ics arts lc(dini(pics, on n'coanaitra lontc Ihdiindin' dc 
scs applications. 11 cst nianilcs((‘ (jn’(‘llc conipniiid niK' s(iri(' (‘iitii'rc 
dc [ili('‘noiul‘ncs distincts, ct (pi’on nc ponrrait cm otncitrc Ihitinhi sans 
rclraiicln‘r nnc jiaiiic notahh' d(‘ la scii'inn' (h' la nature. 

l.c.s priiicipi'S dc ccitc llicoric soul dcdnils, coinnn* ccn\ di' la iMcca- 
nitpic rat ionncllc, d’m! tivs petit iiiiiiilirc dc fails priniordiaiix , doni 
Ics ^curni'lrcs nc considi'rcnl point la cans(‘, niais (pi ils adiiK'lliiiil 
I ninnic resultant ilcs oliscr\ at ions coinnuincs ct conllrrn('‘cs [>ar l()nl(‘s 

Ics fxpcricnccs. 

l.cs cipiatniiis ilin'crciiliclh's dcla propagation dcla clndi'iir (‘X[)riin(inl 
Ics conditions Ics phis i.;cncralcs, ct raini'ncnt h‘s (]iicstions plivsiipu's 
a dfs prohlcnics d’ \ital\sc pure, cc (pii cst proprciiK'Hl I’ohji'l (hi la 
ihcoric. Idles nc sonf [las inoins ri}.‘ourcus(*nn‘n( (h''nionlr('‘cs ipiii Ics 
ctpiations scncraics dc I’cipiilihrc ct dii nionV(‘mi‘n(. (Test innir ri'iidri* 
ectic coinparaison jdiis scnsildc «pn‘ nous avons lonjoiirs pri'lcni dcs 
detnoustratious analo; 4 Hcs a cidics dcs (hcorcrncs ipii S(‘rvcnl dc lon- 
dcincnt ;i la Slati([uc cl ii la IKnainiipic. Ca's ('‘(piations suhsistent 
encore, iiiais cllcs rci.'oivcnt nnc forme dillcrcntc, si (‘lies (iX|)rirn(‘nt la 
distrilmtion dc la clialcnr hiinini‘usi‘ dans 1(‘S corps diapliain'S, on h‘s 
niouvcinciits (juc Ics c!ianfii‘Uicuts (hi tcmin'-ralurc ct (h‘ d(‘nsit(i mica- 
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sionnent dans I’inteneur des fluides. Les coefficients qu’elles ren- 
ferment sent sujets a des variations dont la mesure exacte n’est pas 
encore connue; mais, dans toutes les questions naturelles qu’il nous 
importe le plus de considerer, les limites des temperatures sont assez 
peu dilferentes pour que Ton puisse omettre ces variations des coeffi- 
cients. 

Les equations du moiivcment dc la chaleur, comme celles qui 
expriment les vibrations des corps sonores, ou les dernieres oscilla- 
tions des liquides, appartiennent a une des branches de la Science du 
calcul les plus recemment decouvertes, et qu’il importait bcaucoup de 
pcrfectionner. Apres avoir etabli ces equations difiPercnticlles, il fallait 
en obtenir les integrales; ce qui consiste a passer d’unc expression 
commune a une solution propre, assujettic a toutes les conditions don- 
necs. Cette recherche difficile cxigeait une analyse speciale, fondee 
sur des theoremes nouveaux dont nous nc pourrions ici faire connaitre 
I’objet. La methode qui en derive ne laisse rien dc vague et d’indeter- 
mine dans les solutions; elle les conduit jusqu’aux dernieres applica- 
tions numeriques, condition neccssairc dc toutc recherche, et sans 
laquellc on n’arriverait qu’a des transformations inutiles. 

Ces inemcs theoremes qui nous ont fait connaitre les integrales des 
equations du mouvement de la chaleur s’appliqucnt immediatement a 
des questions d’Analyse generale et de Dynamique dont on desirait 
depuis longtemps la solution. 

L’etude approfondie dc la nature cst la source la plus feconde des 
decouvertes mathematiques. Non seulement cette etude, en olTrant 
aux recherclies un hut determine, a I’avantagc d’exclurc les questions 
vagues et les calculs sans issue : elle est encore un moyen assure di' 
former I’Analyse elle-mtoie, et d’en decouvrir les elemen ts qu’il nous 
importe le plus de connaitre, et que cette science doit toujours con- 
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server : ces elements fondamentaux sent ceux qui se reproduisent dans 
tons les effets naturels. 

On voit, par exemple, qu’une meme expression, dont les geometres 
avaient considere les proprietes abstraites et qui, sous ce rapport, 
appartient a 1 Analj^se generale, represente aussi le mouvement de la 
lumiere dans 1 atmosphere, qu elle determine les lois de la diflfusion de 
la chaleur dans la matiere solide, et qu’elle entre dans toutes les ques- 
tions principales de la Theorie des probabilites. 

Les equations analytiques, ignorees des anciens geometres, que 
Descartes a introduites le premier dans I’etude des courbes et des 
surfaces, ne sont pas restreintes aux proprietes des figures et a celles 
qui sont I’objet de la Mecanique rationnelle; elles s’etendent a tons 
les pbenomenes generaux. II ne pent y avoir do langage plus universel 
et plus simple, plus exempt d’erreurs et d’obscurites, e’est-'a-dire plus 
digne d’exprimer les rapports invariables des etres naturels. 

Consideree sous ce point de vue, I’Analyse mathematique est aussi 
etendue que k nature elle-meme; elle definit tous les rapports sen- 
sibles, mesure les temps, les espaces, les forces, les temperatures; 
cette science difficile se forme avec lenteur, mais elle conserve tous 
les pinncipes qu’elle a une fois acquis; elle s’accroit et s’afPermit sans 
ccsse, au milieu de tant de variations et d’erreurs de I’esprit humain. 

Son attribut principal est la clarte; elle n’a point de signes pour 
exprimer les notions confuses. Elle rapproche les pbenomenes les plus 
divers et decouvre les analogies secretes qui les unissent. Si la matiere 
nous echappe, comme celle de fair et de la lumike, par son extreme 
tenuite, si les corps sont places loin de nous, dans I’immensite de I’es- 
pace, si Thomme veut connaitre le spectacle des cieux pour des epoques 
successives que separent un grand nombre de siecles, si les actions de 
la gravite et de la chaleur s’exercent dans I’interieur du globe solide a 
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«h‘s [U'f^londrurs c|ui steroid (onjoui's in;HMM‘ssi!)l(’‘S, TAnalyse 
!iia{i<nn‘ |M‘u( cai(*{i!*(‘ saisir l<‘s lois (h‘ <*(‘s [iliriioiuJ'm's. I^llo nous los 
mol rf ou'siirahlos, s(‘iul)l(* rfr(^ niir lanillo (I(‘ la raison 

huniaiiu' (h^sliiirn a snpplrcM* a la hriovtdr do la vi(‘ <d a riminnior! ion 
(l(*s siMis; id, (•(* <jui (‘s( plus lanuaiajuablt^ onrorc'» (dh‘ suif la inbnn* 
inarrh«‘ dans roiudt' d(‘ tons h^s plH'‘nniut*n(‘s ; tdlo h‘s intiO'pridi^ par h‘ 
imniH* lauj^af;’(% ooinino pour al(<‘s((*r runitb td la sini|dirilo du plan do 
rnuivors, td laMulia' (‘urort^ ]dns inanilVsIc^ r(d ordro inunuahlo qui pro- 
sidt* a (ou!(‘s h*s causi^s mil luadh's. 

Los {[ooslions dc la riidoi‘i{‘ d(‘ la ohalonr ollVonf aufant dd‘\oniplos 
(h‘ ot^s disposiiions sinqdos of (amslanl<‘S (|ui naisstoU dos lois ^onu*- 
ralos dt‘ la ualina* : o(, si Lordia* ([ui sddaldif dans o(‘s phdinnnouos pon 
\ait diro saisi par inos stnis, ils nous oansoraitud uu(‘ iniprossioii ooni- 
paraldo ii iadlos tl<*s rdsonaiuM's harinoni<|uos. 

Los Idiaaos d<‘s oorps son! vai‘id(‘s a rinlini; la distrilnUion dv la 
idialonr qni tos pdnidro ptoi! diro arlulraiia' v\ oonluso; i!uiis !onlt‘s h^s 
jnd}:alilos sddrataoU rapidoiuon! ot disparaissonl a nussnro quo lt‘ honps 
s'oooulo. lai inarolu' dn plionoiiioiio, (Lnomn* plus rdp;ulior{‘ td pins 
siiupio, rlomouro <ndin assajoltii* a uno loi dol<‘rnundt\ (jui os! la nidino 
pour Itius L*s oas (d <|ni ni‘ port(‘ plus auouin* cnnproinfo sonsihlo d{» 
la disposition initialo, 

l ontos los ohstu’va! ions (‘oniirnnnd tn‘s c*onsdqinnHa*s. L‘analys«‘ tltnit 
olios ddrivoni sdparo td f^xprinio tdairounnit : It^s (amdifions *;dno« 

ralos, t'*ost-a-dir<* otdlos <|ni rdsulton! d(*s priqu’idtds nattirollos do la 
idialonr; oX Lcdio! aooidinilid, mais subsistaaL d(‘ la on dt» Total 

dos siirlaotos; IV* TidTot non dnraido <lo la distrilmlion primifivo. 

Nous avons ddinontrd dans oot Ouvruge Ions los prinripts do la 
riidoric^ do. la cdiahnir, o! rdsolu toulos los qin^sficms fondainonta!<*s. 
On anrait pu los oxposor sous uia* Idriuo plus oouidscs oinoftro los 
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questions simples, et presenter d’abord les consequences les plus 
generales; mais on a voulu montrer I’origine meme de la Theorie et 
ses progres successifs. Lorsque cettc connaissance est acquise, et que 
les principes sont entiereinent fixes, il est preferable d’employer imme- 
diatement les metbodcs analytiques les plus etendues, comme nous 
I’avons fait dans les rechcrches ulterieures. C’est aussi la marche que 
nous suivrons desormais dans les Memoires qui seront joints a cet 
Ouvrage, et qui cn forment en quclque sorte le complement, et par la 
nous aurons concilie, autant qu’il peut dependre de nous, le develop- 
pement necessaire des principes avec la precision qui convient aux 
applications do I’Analyse. 

Cos Memoires auront pour objet la theorie de la cbaleur rayonnante, 
la question des temperatures terrestres, celle de la temperature des 
habitations, la comparaison des resultats tbeoriques avec ceux que nous 
avons observes dans divcrscs experiences, enfiii la demonstration des 
equations differentielles du mouvement de la cbaleur dans les fluides. 

L’Ouvrage quo nous publions aujourd’hui a ete ecrit depuis long- 
temps; divcrscs circonstances en ont retarde et souvent interrompu 
rimprossion. Dans cet intcrvalle, la Science s’est enriebie d’observa- 
tions importantes; les principes de notre Analyse, que Ton n’avait pas 
saisis d’abord, ont etc mieux connus; on a discute el confirme les 
resultats quo nous cn avions deduits. Nous avons applique nous- 
memc ccs principes a des questions nouvelles, et change la forme de 
quelques demonstrations. Les retards de la publication auront contri- 
bue a rendre I’Ouvrage plus clair et plus complet. 

Nos premieres recherches analytiques sur la communication de la 
cbaleur ont eu pour objet la distribution entre des masses disjointes ; 
on les a conservees dans la Section II du Chapitre IV. Les questions 

relatives aux corps continus, qui forment la theorie proprement dite, 
F. cl 
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out (‘(o rcs()lu(‘s plusi(‘iirs juiihm's apros; r.o((i‘ (Ihmooo a (ir r\poNr«\ 
pour la piMOoiioa' Ibis, <!aus on ()uvra,i;'(^ inanusio'if romis a 1 liisfifuf dv 
Franrr a la liii do ranuoo 1807, (b doiil il a olo puldib uii oxtrai! daiis lo 
lUiUrllfi (Ics S('ir/nrs ( Soriolo [ihiloioalliiiino, aiuio(‘ 1808, p. i i a 1 
Nous avons joint a Mibuoin' <b nonis su('i*(‘ssiv(onriil di^s Notos asMV 
(boinhu'S, roiu‘ornunt la (‘onvco‘f»‘('ii(a^ dos sorit's, la dillu>ion do la «dia 
hair dans un prison' inlini, son Emission <lans hxs o^paoo**. vido> d air, 
h'S oonslruibions propn's a n'udro s(*nsild(‘s l(‘s thooiaoao^ prin«*ipaii\ , 
(b ranalvsi' <lii inouvonn'nl poriodi([uo la surfai’o du ^;l*dio lorroslnv. 
No(n* S(‘(‘ond !\lonn)iro snr la propa^:alion di* la idialour a rl«‘ iloponi* 
aiix Andiivi'S d(‘ rinslilib, li‘ u8 s(‘[)l(‘inl)rf 1811. 11 V'-l IbruM* «ln [oa** 
rnhob (b dos N(b<‘s di'jii I’oinist's : on v a omis dox (’oiiHlianbions t'oo 
nn'briqiK'N of di‘s dibails il'AnaIvso qui nbivaic'nt [las iin rapporf nrors- 
sairo uvoo la qnoslion plpvsiqoo, tb Ton a ajoulo Ibojualion f4t‘noralo 
(|ui c‘\[0’inio I'blat do la surfaoi'. r,o si'oond Ouvraoa* a vU^ lUia* a ruti” 
pn'ssion dans lt‘ ooui's <lo iHvm, pourdtro insord dans la r.idlotbnmdr 
rAi’addinii' dtxs Sonnioos, 11 ost iiujirinid sans ain'nn ohanj^oinmt in 
addition; lo lo\(o ost littdralonn'nt t'onlbrino an Manusoril tlopirM*, <[ni 
(aif partio dt's Andiivos d(‘ rinslilnl. 

On potirra Irouvor dans ot' .Mdnndro ot dans losdoriisqni Idotl pro 
odild tin prt'iirn'r ('xposd d«‘S applications (|no in' oontiout pas inbn* 
Ouvragi* aibiiol; I'llos st'ronf traitdos d;uis los Mdmoiros sulisoqiifoit v 
avo(* pins dbbi'inluo, ot, s’il nous c'st possilili', avoo ptiiN do otarli*. l.os 
rdsnltats dt' inbn* travail oonoornani o(xs nnbnos (jiu'stions sunt am^i 
indiqnds dans divi'rs artiidi'S <loja n'lnhis puhliixs. I/oxIrait insuro daiis 
los Aniii^lrs dc ( 7 i(fNir rt dc Idtrsit/iit* fait <‘onnai(ro rt'nsoinldo ili* 
roclitnadios t t. HI, p. ’):H)"'>7t), aundo iHifJ p Notis avons pnidid dam- 
cos Annalos donx Notes sdpardos, concornani la clialcnr raviniiiauto 
(t. IV, p. i2B-cV'n anndo 1817, et 1. VI, p, aiuidc 1H17 1. 
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Divei’s autres articles du meme Recueil presentent les resultats les 
plus constants de la theorie et des observations; I’utilite etl’etendue 
des connaissances thermologiques ne pouvaient etre uiieux appreciees 
que par les celebres redacteurs de ces Annales ('). 

On trouvera dans le Bulletin des Sciences (Societe philomathique, 
annee i8i8, p. i-i i, etannee 1820, p. 08-70) I’extraitd’unMenxoire sur 
la temperature constante on variable des habitations, et I’expose des 
principales consequences de notre analyse des temperatures terrestres. 

M. Alexandre de Humboldt, dontles recherclies embrassent toutes 
les grandes questions de la Philosophie naturelle, a considere, sous un 
point de vue nouveau et tres important, les observations des tempera- 
tures propres aux divers climats : Memoire sur les lignes isothermes 
(Societe d’Arcueil, t. Ill, p. 4^2-602, annee 1817); Mdmoire sur la li- 
mite inferieure des neiges perpetuelles (Annales de Chimie et de Physique, 
t. V, p. 102-1 12, annee 1817, et t. XIV, p. 0-57, annee 1820). 

Quant aux equations differentielles du mouvement de la cbaleur 
dans les liquides, il en a ete fait mention dans I’histoire annuelle de 
I’Academic des Sciences. Get cxtrait de notre Memoire en montre 
clairement I’objct et le principe (Analyse des trdvaivjc de I’ Academic 
des Sciences, par M. Delambre, annee 1820) (“). 

L’examen des forces repulsives que la cbaleur produit, et qui deter- 
minent les proprietes statiques des gaz, n’appartient pas au sujet ana- 
lytique que nous avons considere. Cette question, liee a la theorie de 
la cbaleur rayonnante, vient d’etre traitee par I’illustre auteur de la 
Mecanique celeste, a qui toutes les branches principales de 1 ’ Analyse 
mathematique doivent des decouvertes importantes (Connaissance des 
Temps pour les annees 1 824 1 825 ). 


(1) Gay-LiTSsac et Arago. 

(2) Ce Mdmoire a dtd imprime en i833; il sera publie dans le Tome II. 


G. D. 
G. D. 
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Les theories iiouYelles expliquees clans notre Ouvrage sont reunies 
pour toujours aux Sciences inathematiques et reposent comme dies 
sur (les fonclements invariables; dies conserveront tons les elements 
qu’elles posseclent aujourd’hui, et dies acqueiTont continuellement 
plus d’etenclue. On perfectionnera les instruments et I’oii multipliera 
les experiences. L’analyse que nous avons formee sera deduite de me- 
tbodes plus generales, c’est-a-dire plus simples et plus fecondes, com- 
munes a plusieurs classes de phenomenes. On determinera, pour les 
substances solides ou liquides, pour les vapours et pour les gaz perma- 
nents, toutes les qualites specifiques relatives a la chaleur, et les varia- 
tions des coelBcients qui les expriment. On observera, dans les divers 
lieux du globe, les temperatures du sol a diverses profondeiirs, I’intcn- 
site de la cbaleur solaire et ses effets, ou constants ou variables, dans 
Tatmosphere, dans I’Ocean et les lacs; et Ton connaitra cette tempe- 
rature constante du Ciel, qui est propre aux regions planetaires. La 
theorie elle-meme dirigcra toutes ces mesures et en assignera la pre- 
cision. Elle ne pent faire desormais aucun progres considerable qui 
nc soil foncle sur ces experiences; car Ibinatyse niatbematique peut 
deduirc, des phenomenes generaux et simples, I’exprcssion des lois 
de la Nature; mais I’application speciale de ces lois a des clTets tres 
composes exige une longue suite d’observations cxactes. 



THfiORIE 

DE 

LA CHALEUR. 

Et igiiem -regiuit nnmeri. Plato. 


CHAPITRE I. 

INTRODUCTION. 


SECTION I. 

KXPOSITION I)F. L’OBJFT DE CET OUVnXr.E. 

1 . 

LiiS effets de la chaleur sont assujettis a des lois constantes que Ton 
no pent d<kouvrir‘ sans le secours de I’Analyse inathematique. La 
Theoi'ie que nous allons exposer a pour objet de demontrer ces lois; 
(die reduit toutes les recherches physiques sur la propagation de la 
clialeur a des questions de CalcuL int(3gral dont les elements sont 
doniuis par rexperience. .Aucun sujet n’a des rapports plus etendus 
avcc les progres de I’industric et ceux des sciences naturelles; car 
I’action de la chaleur est toujoiirs prescntc; clle penctre tons les corps 
(d lesespaces; ellc influe sur les proced<3s des arts et concourt a tons 
les phenomenes do I’univers. 

Lorsque la chaleur est inegalcment distribuee entre les difterents 
points d’une masse solide, elle tend a se mettre en equilibre et passe 
lentement des parties plus echauffees dans celles qui le sont moins; en 
F. 


1 
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ni(‘in(‘ (('Hips (‘Ih* S(‘ dissipr par la siirlaci* v\ sr prnl dans l«‘ luilh'i! fui 
(Ians l(‘ vidr. (>{{r ((Midaiiro a inu‘ dislril)U(i(Hi unildniH* rt crffr fiiii- 
sion sponlaiHM^ ([ui s’opina^ l\ la suriact* (l(‘s (‘oi'ps (dianutMi! «*Hu!}iiutd 
l(*nu‘ii( la l(‘Hiprra! ur(‘ d(‘s dill(*ra‘n(s [hmuIs. I. a ([ii(‘s{i*ni d«* l.s piHpj 
(l(‘ la t‘lial(‘nr <*onsisl(* i\ (h^ltMauiiinr (jiudln (*‘^l l.i Iniipnrat m «• d«' 
(’liaqur paint ddin rorps a un instant dannt\ ci\ siippaNant qin* l«‘ 
t(nn[M‘rat nrrs init ial(‘s son! cnnimns. I j*s r\(nnpln'^ sni\anf“^ ifTniil mu 
naitn‘ pins (daiianurnt la na(nr(‘ d(‘ cns (jin^stinn^. 

2 . 

Si Tan i‘\pnN«‘ ii rai’tian dnrahh' at nnilanna d’nn tnsar da i li.dmi 
nn(‘ mama partia trini annaan nu'tallnpia d nn araini diainalr**, la 
imd(‘anlas las pins \ai>in(‘s dn la\ar N’aalmtilltM'aiil Ic*"- praiuimr rf, 
apri'N nn (snlain t(nnps» alia([in‘ paint dn s<dida .nira aaijui^ pra qna 
(mtiinannant la plus hantt* ttnnparat nra ii hnjiialla d pni'-^i* paisaiin-. 
t!(‘tta limita nn ma\imnin dt* linnparalnra n’aNt pas la mann* pnin Ir . 
dillarants pniiitN; idh* (‘si d’antant maiinln* ipi’d » ’^unt pin al«»i ; it*' 
d(‘ (’(dni in\ h* faw^r ast unnnaliattnuant applnpn\ 

l.arsqiia 1<‘N tain [nnaitina's snnt da\(nnn*s parm;inant<".. 1<’ ia\ar li.ni 
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tite cle chaleur qui passe dans le milieu. La valeur de cette quantile 
n’est pas constante; elle est plus grande au commencement du refroi- 
dissement. Si Ton se represente aussi I’etat variable de la surface sphe- 
rique interieure dont le rayon est a;, on reconnait facilement qu’il doit 
y avoir, a chaque instant, une certaine quantile de chaleur qui traverse 
cette surface et passe dans la partie de la masse qui est plus eloignee 
du centre. Ce flux continuel de chaleur est variable comme celui de la 
surface exterieure, et I’un et I’autre sont des quantiles comparables 
entre elles; leurs rapports sont des nombres dont les valeurs variables 
sont des fonctions de la distance x et du temps ecoule t. 11 s’agit de 
determiner ces fonctions. 

8 . 

Si la masse, echaulFee par une longue immersion dans un milieu, et 
dont on veut calculer le refroidissement, est de forme cubique et si Ton 
determine la position de chaque point m par trois coordonnees rectan- 
gulaires x, y, z, en prenant pour origine le centre du cube et pour 
axes les lignes perpendiculaires aux faces, on voit que la tempera- 
ture V du point m, apres le temps ecoule t, est une fonction des quatre 
variables x, y, s et t. Les quantiles de chaleur qui s’ecoulent a chaque 
instant, par toute la surface exterieure du solide, sont variables et 
comparables entre elles; leurs rapports sont des fonctions analytiques 
qui dependent du temps t et dont il faut assigner I’expression. 

9 . 

Examinons aussi le cas oil un prisme rectangulaire d’une assez 
grande epaisseur et d’une longueur infinie, etant assujetti par son 
(‘xtremite a une temperature constante, pendant que Fair environnant 
conserve une temperature moindre, est enfin parvenu a un etat fixe 
([u’il s’agit de connaitre. Tons les points de la section extreme qui sert 
de base an prisme ont, par hypothese, une temperature commune et 
permanentc. II n’en est pas de meme d’une section eloignee du foyer; 
chacun des points de cette surface rectangulaire, parallele a la base, a 
acquis une temperature fixe, mais qui n’est pas la meme pour les dif- 
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ferents points d’une meme section et qui doit etrc moindre pour les 
points les plus voisins de la surface exposee a fair. On voit aussi qu’il 
s’ecoule a chaque instant, a travers une section donnee, une certaine 
quantite de chaleur qui demeure toujours la meme, puisque I’etat du 
solide est devenu constant. La question consiste a determiner la tem- 
perature permanente d’un point donne du solide et la quantite totale 
de chaleur qui, pendant un temps determine, s’ecoule a travers une 
section dont la position est donnee. 

10 . 

Prenons pour origine des coordonnees x, y, z le centre de la base 
du prisme, et pour axes rectangulaires I’axe meme du prisme et les 
deux perpendiculaires sur les faces laterales : la temperature perma- 
nente p du point m dont les coordonnees sont x, y, z est une fonction 
de trois variables JF(a-‘,y, 5); elle reqoit, par bypotbese, une valeur 
constante lorsque Ton suppose x nul, quelles que soient les valeurs 
dey et de Supposons que Ton prenne pour unite la quantite de eba- 
leur qui, pendant I’unite de temps, sortirait d’une superficie egale ;i 
I’unite de surface si la masse eebauffee que cette superficie termine, et 
qui est formee de la meme substance que le prisme, etait continuel- 
lement entretenue a la temperature de I’eau bouillante et plongee dans 
Pair atmospberique entretenu a la temperature de la glace fondante. On 
voit que la quantite de chaleur qui, dans I’etat permanent du prisme 
rectangulaire, s’ecoule, pendant I’unite de temps, a travers une cer- 
taine section perpendiculaire a I’axe, a un rapport determine avec la 
quantite de chaleur prise pour unite. Ce rapport n’est pas le meme 
pour toutes les sections; il est une fonction <p(£r) de la distance x a 
laquelle une section est placee; il s’agit de trouver I’expression ana- 
lytiquc de la fonction ©(a?). 

11 . 

Les exemples precedents suffisent pour donner une idee exacte des 
diverses questions que nous avons traitees. 
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La solution de ces questions nous a fait connaitre que les effets de la 
propagation do la chaleur dependent, pour chaque substance solide, 
de trois qualites elementaires qui sont : la capacite de chaleur, la con- 
diicibilite propre et la conducibilite exterieure. On a observe que, si 
deux corps de menie volume et de nature differente ont des tempera- 
tures egales et qu’on leur ajoute une meme quantite de chaleur, les 
accroissements de temperature ne sont pas les memes; le rapport de 
ces accroissements est celui des capacites de chaleur. Ainsi le premier 
des trois elements specifiques qui reglent Taction de la chaleur est 
exactement defmi, et les physiciens connaissent depuis longtemps plu- 
sicurs moyens d’en determiner la valeur. II n’en est pas de meme des 
deux autres; rn en a souvent observe les effets, mais il n’y a qu’une 
thcorie exacte qui puisse les bien distinguer, les definir et les mesurer 
avec precision. La conducibilite propre ou interieure d’un corps ex- 
prime la facilite avcc laquelle la chaleur s’y propage en passant d’une 
molecule interieure a une autre. La conducibilite exterieure, ou rela- 
tive, d’un corps solide depend de la facilite avec laquelle la chaleur en 
penctre la surface et passe de ce corps dans un milieu donne, ou passe 
du milieu dans le solide. Cette derniere propriete est modifiee par 
Tetat plus ou moins poll de la superficie; die varie aussi selon le 
milieu dans Icquel le corps est plonge; mais la conducibilite propre 
no pout changer qu’avec la nature du solide. 

Cos trois qualites elementaires sont representees dans nos formules 
par des nombrcs constants, et la theorie indique elle-meme les expe- 
riences propres a en mesurer la valeur. Des qu’ils sont determines, 
toutes les questions relatives a la propagation de la chaleur ne depen- 
dent que de Tanalyse nuradique. La connaissance de ces proprietes 
specifiques peut etre immediatement utile dans plusieurs applications 
des sciences physiques; die est d’ailleurs un dement de Tetude et de 
la description des diverses substances. C’est connaitre tres imparfaite- 
ment les corps que d’ignorer les rapports qu’ils ont avec un des prin- 
cipaux agents de la nature. En general, il n’y a aucune theorie mathe- 
matique qui ait plus de rapport que celle-ci avec Teconomie publique, 
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puisqu’elle peut servir a eclairer et a perfectionnei* I’usage des arts 
nombreux qui sent fondes siir I’eniploi de la chaleur. 

12 . 

La question des temperatui'es terrestres offre une des plus belles 
applications de la theorie de la clialeur; voici I’idee generalc que Ton 
peut s’en former. Les dilferentes parties de la surface du globe sont 
inegalement exposees a I’impression des rayons solaires; I’intensite de 
cette action depend de la latitude du lieu; elle change aussi pendant la 
duree du jour et pendant celle de I’annee, et est assujettie a d’autres 
inegalites moins sensibles. II est evident qu’il existe, entre cet etat 
variable de la surface et celui des temperatures interieurcs, une rela- 
tion necessaire que Ton peut deduire de la theorie. On sait qu’a une 
certaine profondeur au-dessous de la surface de la Terre, la temperature 
n’eprouve aucune variation annuelle dans un lieu donne : cette tempe- 
rature pernianente des lieux profonds est d’autant moindre que le lieu 
est plus eloigne de I’equateur. On peut done faire abstraction de I’en- 
veloppe exterieure, dont I’epaisseur est incoinparablement plus petite 
que le rayon terrestre, et regarder cette planete comme une masse 
presque spherique dont la surface est assujettie a une temperature qui 
demeure constante pour tons les points d’un parallele donne, mais qui 
n’est pas la meme pour un autre parallele. II en resulte que chaque 
molecule interieure a aussi une temperature tixe detcrmince par sa 
position. La question matliematique consisterait a connaitre la tempe- 
rature fixe d’un point donne et la loi que suit la clialeur solaire en 
penetrant dans I’interieur du globe. 

Cette diversite des temperatures nous interesse davantage, si Ton 
considere les changements qui se succ^ent dans Tenveloppe meme 
dont nous habitons la superficie. Ces alternatives de chaleur et de 
froid, qui se reproduisent chaque jour et dans le cours de chaque 
annee, ont ete jusqu’ici I’objet d’observations multipliees. On peut 
aujourd’hui les soumettre au calcul et deduire d’une theorie com- 
mune tons les faits particuliers que I’experience nous avait appris. 
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Cette question se reduit a supposer qiie tons les points de la surface 
d’une sphere immense sont affectes de temperatures peidodiques; 
I’Analyse fait ensuite connaitre suivant quelle loi I’intensite des varia- 
tions decroit a mesure que la profondeur augniente; quelle est, pour 
line profondeur donnee, la quantile des cliangements annuels on 
diurnes, I’epoque de ccs cliangements, et comment la valeur fixe de 
la temperature soutcrrainc se deduit des temperatures variables obser- 
vees a la surface. 

13 . 

bos equations generales de la propagation de la ehalour sont aus 
dilferenccs partielles, et, quoique la forme en soil tres simple, les 
inethodcs connues ne fournissent aucun moyen general de les inte- 
grer; on ne pourrait done pas en deduire les valeurs des temperatures 
apres un temps determine. Cette interpretation numerique des resul- 
tats du calcul est cependant necessaire, et e’est un degre de perfection 
qu’il serait tres important de donner a toutes les applications de I’Ana- 
lyse anx Sciences naturellcs. On peut dire que, tantqu’on ne I’a pas 
(ditenii, les solutions demeurent incompletes ou iautiles, et que la 
verite ([u’oii se proposait de decouvrir n’est pas moins cachee dans les 
formules d’Analyse qu’ellc no I’etait dans la question physique elle- 
indiiK?. Nous nous sommes attache avec heaucoup de soin et nous 
sommos parvenu a surmontcr cette difficulte dans toutes les questions 
([lie nous avons traitiics etqui coiitiennent les elements principaux de 
la Tlieorie de la chaleur. II n’y a aucune de ces questions dont la solu- 
tion no foiirnissc des moyens commodes et exacts de troiiver les valeurs 
nuimiriqucs des temp(3ratures acquises, ou cellesdes quaiitites de clia- 
leur ecoubies, lorsqu’on connaitles valeurs du temps et cedes des coor- 
(lonnces variables. Ainsi Ton no donnera pas seulement les equations 
(lififercntielles auxquelles doivent satisfaire lesfonctions qui expriment 
l(‘s valeurs des temperatures; on donnera ces foiictions elles-mmnes 
sous imi> forme qui facilite les applications nuraeriques. 
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sortent, dans tons les sens, de chaque point de la superficie d’un corps 
echauffe depend de i’angle que fait leur direction avec la surface dans 
ce ineme point. Nous avons deinontre que I’intensite de chaque rayon 
est d’autantinoiiidre qu’il fait avec I’element de la surface un plus petit 
angle, et qu’elle est proportionnelle an sinus de cet angle. Cette loi 
generale de remission de la chaleur, que cliverses observations avaienf 
dejii indiquec, est une consequence necessairc du principe de I’equi- 
libre des temperatures et des lois de la propagation de la chaleur dans 
Ics corps solides. 

Telles sont les questions principales que I’on a traitecs clans cet 
Ouvragc; elles sont toutes dirigees vers uu seul hut, qui est d’elablir 
clairement les principes matliematiques clc la Tbeorie de la chaleur et 
de coiicourir ainsi aux progres des arts utiles et a ceux de I’etude de la 
nature. 

17 . 

On aper^oit, parce qui precede, qu’il cxiste une classe tres etendue 
de pliononienes qui no sont point produits par des forces mecaniques, 
mais qui resultent seuleinent de la presence et de I’accuin ulation de la 
chaleur. Cette partie de la Philosophie naturelle ne peut se rapporter 
aux Theories dynainiqucs; elle a des principes quilui sont propres, et 
olio est fondee sur une methode semblable a celle des autres sciences 
(‘xactes. Par exomplc, la chaleur solairc qui penetre rinterieur du 
globe s’y distribue suivant une loi reguliere, qui ne depend point de 
cclles dll inouvemeiit et ne peut etre deterininec par les principes de la 
Mecanique. Les dilatsytions que produit la force repulsive dc la chaleur 
et dont robservation sert a mesurerles temperatures sont, ala verile, 
des effets dynamiqiies; mais ce ne sont point ces dilatations que Ton 
calcule lorsqu’on recherche les lois de la propagation de la chaleur. 

18 . 

Ilya d’autres effets naturels plus composes qui dependent a la Ibis 
dc Tinfluence de la chaleur et des forces attractives : ainsi lesvaria- 
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20 . 

Ces considerations offrent iin exemple singulier des rapports qui 
existent entre la science abstraite des nombres et les causes natu- 
relles. 

Lorsqu’une barre metallique estexposee par son extremite a I’aclion 
constante d’un foyer et que tous ses points ont acquis leur plus baut 
degre de chaleur, le systenie des temperatures fixes correspond exac- 
teinent a uneTablcde logarithmes; les nombres sont les elevations des 
thermometres places aux differents points, et les logarithmes sont les 
distances de ces points au foyer. En general, la cbaleur se repartit 
d’elle-meme dans I’interieur des solides, suivant une loi simple ex- 
priinee par une Equation aux differences partielles, commune a des 
(jucstions physiques d’un ordre different. L’irradiation de la chaleur 
a une relation manifeste avec les Tables de sinus; car les rayons, qui 
sortent d’un meme point d’une surface eebauHee, different beaucoup 
entre eux, et leur intensite est rigoureusement proportionnelle au 
sinus de I’angle quo fait leur direction avec I’element de la surface. 
Si Ton pouvail observer pour ebaque instant, et en chaque point d’une 
masse solide bomogenc, les changements de temperature, on retrou- 
vei’ait dans la serie do ces observations les proprietes des series recur- 
rentes, celles dcs sinus et des logarithmes; on les remarquerait, |)ar 
cx(‘in[)le, dans les variations diurnes on annuclles dcs temperatures 
(h;s diflerents points du globe Icrrestrc qui sont voisins de la surface. 

On reconnaitrait encore les meincs resultats ct tons les elements 
principaux de I’Analyse generale dans les vibrations des milieux elas- 
tiques, dans les proprietes des lignes ou dcs surfaces courbes, dans les 
mouveinents des astres et dans ceux de la lumierc ou des fluides. C’est 
ainsi que les fonctions obtenues par des differentiations successives, 
ct (pii servent au developpement des series infinies et a la resolution 
iiumerique des equations, correspondent aussi a des proprietes phy- 
siques. La premiere de ces fonctions, ou la fluxion proprement dite, 
exprime, dans la Geometric, I’inclinaison de la tangente des lignes 
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ronrlx^s, vi, dans hi l)yiianii(|Ut‘, la vili‘ss(‘ (In iindiih* jMnidant h* nmti 
V(‘iU(‘nl vari(‘ : <dh‘ ni(\sur(*, dans la Tln‘nri(‘ di* la (diah‘Ui\ la ([nantilr 
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lunuinu'S S(Misild(‘s; son nlij{M nh'sl pnin( I’na* [)ar I in(<dl df 
riinninn*; il (‘sl ini ('dcninnil pran'xislani d(‘ rnrilrc uiuMn’-'id r( u a rim 
dc cnnlinutni;! v\ d(' loi'luil; il (‘st (*nipr(‘inl dans ((Uita la na(iir«', 

'il. 


l)t‘s nhs(*r\ at ions pins [naa*isos r( jiltH xai'icoN Itn’ont mnnaiirr par 
la suitr si h‘s (‘llcts di* la rhalciir son! nioditios par di- * aan r • f|:Uf' 1 mi 
iTa point apin’ciios jnMjn’iri, (M la Ihooric* ampiorra nut* iiuinollr pri 
lis'tioii par la lanuparaismi (anitinindh’ dc‘ so'^ ro‘ail{af~^ a\oo mix tlr 
(‘\(u'rictirrs ; rllr t‘\pli([nrra das plionoiiiinio^ iinpoi (an!> ((in* Tnu m* 
poUNail point rnrora sounndlia^ an ralcul; (dlo appiamdra a (h'tri ioinai 
tniis Irs allots tharmoinalri(pias da^ raNoim ‘adaira^. • lanipaufin «*- 
ti\as on \ariald«*N ([U«‘ Ton idrsin’N arait a dillaranta’^ ilistanaa^ da 1 r*«pi,i 
tain*, dans rintarianr <lu uloha on hnr> d(*N limitas d(’ l’ahu»« phna, 
ilau> Fth’aan on daim las dilliM-miti’-^ ra^^it»ns da rair. Hn m dr. Inn. s l.t 
faoi!iais>ana(‘ mat hainaliipn* das .grands mmn minnit •. qui !r-ulirn! .!«■ 
riutlnamaMla la aliahMir amidunai’ a\aa aalla da la ;.Ma\ifr, t r iiino* 
prinaip(‘> sarsiront a masurar la a(mdin'ilMhta prnprr mi itdal!\r *!• 
ditlarants (’orps at latir aapaaita spaaifnpia, ;i dl-fiumiar iMiilt h 
raima> (pti noHlitiant rmnissitMt da la ahalanr a la airta* dr Mhdi 
at a paiiartiminar las instrnaiants lliarmomatritpn*-. t ,r||r llo .u ir i ] 
trra ilaiis tons las lmn[is rattiOilion d(‘s ^^aomatra^. par I’rx.iaf and,.' 
ri^ounnisa di* Sas idamanls at las ddliatdlas d'\nal\sa »[in hn *ail 
propras* at slirtont par ratandna ri rnidita da >a-. applhatlimi : r.ii 
toiitas h‘s amtsaipimiaas qiFalla fournit intara-^sml la ldi\-i«jia" „■« lo' 
rah\ las opai'ations das arts, lf»s dmiia'^l npir > mi ra..iiii.iim 

aivila. 
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SECTION II. 

NOTIONS GfiNjeRALES ET DEFINITIONS P R E LIMIN A IRE S. 

22 . 

On ne poiirrait former que des hypotheses incertaines surla nature 
(le la clialeiir; mais la connaissance des lois matheinatiques auxquellcs 
ses cffets sont assujcttis esl inclepenclante de toiite hypoLhese; elle 
cxige sculement I’examen attentif des faits principaiix que les obsor- 
xaLions communes out indiques etqui ont ete confirmes par des expe- 
riences precises. 

II est done necessaire d’exposcr, en premier lieu, les resultats gene- 
raux des observations, de donner des definitions exactes de tous les 
elements du calcul ct d’etablir les principcs surlcsqiicls ce calcul doit 
etre fonde. 

L’action do la clialcur tend a dilator tous les corps solides, on 
liquides, ou aeriformes ; e’est cette propriele qui rend sa presence sen- 
sible. Les solides ct les liquides auginentent do volume si Ton aug- 
inente la quautite dc ehalcur qu’ils contiennent; ils sc condensent si 
on la di ini li ne. 

Lorsipie toiites les parties d’un corps solidc hoinogene, par exeinple 
celles crune masse mctalliqiic, sont cgalcinciit echauHecs et qii’ellcs 
(“onservrnt, saus aiiciin changement, cette incine qnantitc de ehaleur, 
(dies ont aussi ct conservent unc meinc densile. On expriine cct etat en 
disant quo, dans toutc I’etenduc de la masse, les molecules ont unc 
tcnqni'rature comnuiuc et perinancnte. 

23 . 

Le thermomdtre est un corps dont on pent apprecier facilcment les 
moindres ehangements de volume; il sert a mesurcr les temperatures 
par la dilatation des liquides ou par cede de I’air. Nous supposons ici 
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qne Ton connai't exactement ia construction, I’usage et Ics proprietes 
de CCS instruments. La temperature d’un corps dont toutes les parties 
sont egalement echauffees, et qui conserve sa clialcur, est celle qu’in- 
dique le thermometre, s’il est et s’il demeure en contact parfait avec l(! 
corps dont il s’agit. 

Le contact est parfait lorsque le thermometre est entiercment plonge 
dans line masse liquide et, en general, lorsqu’il n’y a aucun point de la 
surface exterieiire de cet instrument qui ne touche un dcs points de la 
masse solide ou fluide dont on veut mesurer la temperature. II n’est 
pas toujours necessaire, dans les experiences, que cettc condition soit 
rigoureusement ohservee; mais on doit la supposcr pour quo la defini- 
tion soit exacte. 

24 . 

On determine deux temperatures fixes, savoir : la temperature de la 
glace fondante qui est designee par o, et la temperature de Ihem hoiiil- 
lanle que nous designerons par i; on suppose quo rehullition (hi I’eau 
a lieu sous une pression de I’atmosphere representee par inns eertaine 
hauteur du harometre (760“'”), le mercure du harometre elant a la 
temperature o. 

25 . 

On mesure les differentes quantites de chaleur en determinant e(un- 
hien de fois elles contiennent une quantite que Ton a fixee et prise 
pour unite. On suppose qu’une masse de glace d’un poids deterinine 
soit a la temperature 0, etque, parl’addition d’une certaim^ ([uan- 
tite de chaleur, on la convertisse en eau a la memo temperature o : 
cette quantite de chaleur ajoutee est la mesure prise pour unite. Ainsi 
la quantite de chaleur exprimee par un nombre C contient nn nomliri^ 
(j de fois la quantite necessaire pour resoudre i''!! de glace qui a la tem- 
perature o en une masse d’eau qui a la meme temperature o (' ). 

(>) Les unites deQnics ici par Fourier n’ont pas 6te adoptees, on to sail, par les physi- 
ciens. Mais on verra plus loin (art.tCt) que les equations de la clialcur sont ctablios d'mic 
manierc generale et subsisteiit, quelles que soient les unites clioisics. II ost d’autant [iliis 
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26 . 

Pour clever une masse metallique d’un certain poicls, par exemple 
i'‘s (Ic fer, depuis la temperature o jusqu’a la temperature i, il est ne- 
ccssaire d’ajouter une nouvelle quantile de clialeur a celle qui etait 
deja contenue clans cette masse. Le nomLre C, qui designe celte quan- 
tile de chaleur ajoutce, est la capacite specifique de clialeur du fer; le 
noinbre C a cles valeurs tres differentes pour les differentes substances. 

27 . 

Si un corps (Tunc nature el d’un poids determines (d'S de mercure) 
occiipe le volume V, etant a la temperature o, il occupera un volume 
plus grand V-hA, lorsqu’il aura acquis la temperature i, c’est-a-clire 
lors([u’on aura augmente la clialeur qu’il contenait, etant a la tempera- 
ture 0, d’lme nouvelle quantite Co, egale a sa capacite specifique de 
clialeur. Mais si, au lieu d’ajouLer celte quantite C,,, on ajoute 2C,, 
(3 etant un iiomlire positif ounegalif), le nouveau volume sera V-t-ll, an 
lieu d’etre V -I- A. Or les experiences font connaitre que, si .= est egal 
a 1 , raecroissement de volume ^ est seulenieiit la inoitie de I’acerois- 
seiiieiit total A, et qu’cii general la valour de S est ^A lorsque la quan- 
tile (le clialeur ajoiitee esti:Co. 


28 . 

Ce rapport ^ des deux qnantites do clialeur ajoutecs i:Co ot (]„, qui 
esl aussi celui des deux aecroissemciits de volume <1 et A, est ce que 
foil iiommo la lernpendare ; aiiisi Ic nomUrc qui exprime la tempera- 

iiocessiiiro do [iresenlcr ici celLo rouiciniuc tine, thms les ajijilicalions, Fourier suppose 
soiiveiil. ([lie deux c()r[)S eii (loiilact oiil, Tun la Lcinporature o, I’aiiLro la tempcratiiro i. Si 
Toil a(l()[)UiiL l(\s uiiildis <le Fourier, la diHereiice des tenijieniLurcs serait tro[> grande pour 
(pio rdt*liau}i:e la ohaleur eiiLro les deux: corps fut rdiifle [larlu loi d (3 Newton. Mais si Ton 
n’a fail a Tun ant.'^c aiuuuio hypoLliese, ni siir I’originc do rdclielle des lomporaturcs, iii sur 
la valour de ruiiile do lcni{)eralure, il esL elair qu on clioisissant convenabloincnt ccLtc ori- 
gino el. (U'lle unite, on pcul loujours cxpriiiicr deux Lemperaturos difiTerciiles par les 
no ml) res o et i . b- 1). 

F. 3 
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(iir(‘ a(‘hu‘ll(' (Tun rorps I'rprt’sralf l‘f\‘’rN ilr snu \itiiiiii* . 
vohiitK' (|iril o(‘riip<M*ni( ii la haiipcraftn r «!«• I.j * l.i ! •!! !. 
('(‘prcsiailanl r(‘\<vs (ulal <lii vnhimr ijiti rniir p ai^l -i 1 •' 
['(‘all sin* h‘ voliniK* qni currc^^pniMl a la 'Ja* r {Mii.l.nif. 


211 . 

la‘S acrrnissaunnils dn (l«*s *Mil » ?{ . . 

liaiiiuds an\ acri'nissfniiriils di*'- tjn.nihh* d»- . h.ii« m pip 
Irs dilalaliniis; il (an! rtniiai't|nrr pn.* .-I'ff*- jUMp, iii i i 
(|ni* dans l«*s (‘as nii le‘s mrps dun! il nif ,« II ? 

ralliris idni^inn^'^ d*‘ rrllrs (pii dfl rianfiM'n 1 !« iii » Imm ^ ;jm - 
m* Nnrail poinl funih* a appliqiirr »‘i' r»' I - j d hp 

I rparil dc [’ran an pari ind irr. la*, tli hni . ni- an\. .n |. . 
I(‘s aiiunirnlal ions da rhalenir. 

Imi ;:(‘ni*ral. Irs (anrprratui i*'-- M»nl itfs inuidu* pi» j' ai 
<|uanlitn> dn rhalmr ajuulia's rt. ilaUN Ir-. rj . ,pi. i:,. 

(’<‘s niMuln’rs s«Hit atiNsj prapurhuuind ' an\ a > i“i » m ni 


an. 

SiippuNuns iprun rurps hn iiiun* pai* nnr an |j, * j*! r i. d n 
<*lriMlun * Hull j’nlrt‘{rnu d'lHM' luaiiiiTt* ipi* j, i i'it| ii » 

prratnrn t’lUiNlaiitf t. rfninmnn* a Imu^ (tMitif ., ri p i< 
donl il s'a*;il mmI rn «aMita*i a\fc Fair manUrfiii .t i i |. fip^ a 
t’hahnirijni s’(‘(MHil«*ra taml inindh-unMit par la inLi.. . i i p 
Ir iiiiliru riuiruiinanf, srra ttnijinir^^ nnnpla. rr p.u » - Id p 
<lt* la railNr i'nn^^aa(^ a rai*linn dr la«jtnd!*’ !»* nap « i 
s’rrnidrra ain^i par la surfarr, pnidaitl nil Innp- d. fniiir: 
niitr , tnnMan’lainr ijiiautiti* dr rbatrur dr-i-iirr p.,r i , 
ddni llu\ ruufinnrl rl ftnijnurs siniddaidr a, liii- uii'iiir , pm 
uiH* iinilr fir siniari* a uiir (tnaprraturr lixi*, m| Pi litr-.uii 
durilnltlr r\trri<‘iirr ilu rrn-ps, rb^sf -a alirr ilr la la^ diir 
sa siirfarr tnnisiiirl la rhalnirii I air al tiiiisplirriijiira 
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On su[)pose que Fair est continuellement deplace avec une >itesse 
uniforme et donnec; mais, si la vitesse du courant augnientait, la 
cjLiantite de clialeiir qui se communique an milieu varierait aussi; il 
en serait de meme si I’on augnientait la dcnsite de ce milieu. 

31 . 

Si I’exces de la temperature constante du corps siir la temperature 
des corps environnants, au lieu d’etre egal a i, comme on Fa sup- 
pose, avait une valeur moindre, la quaiitite de chaleur dissipee serait 
inoindre quo A. II resulte ties oliscrvations, commo on le vcrra par la 
suite, que cette quantite de chaleur perdue pent etre regardee comme 
sensihlenient proportionnelle a Fexces de la temperature du corps sur 
celle de Fair et ties corps environnants. Ainsi, la quantite A ayant ete 
deterininee par une experience dans laquelle la surface echauffec est a 
la temperature i ot le milieu a la loinperaturc o, on cn conclut qu’elle 
aurait la valeur hz si la temperature de la surface elait toutos Ics 
auLrescirconsLances demeurant Ics mcnies. On doitadmettre cc rcsullat 
lorstpic 3 est uiic petite fraction. 

32 . 

La valeur A dc la quantite de chaleur qui sc dissipc a travers la sur- 
face ecluuillcc est dillcreute pour Ics dillcrents corps; et elle varic pour 
iin mcinc corps suivaiit Ics divers elats dc la surface. Ij’eOid dc I’ irra- 
diation est (Fautant moimlrc que la surface echauiree est plus polie, de 
sortt! qu’en faisaut disparaitre le poli dc la sui‘face,on augmente consi- 
di;ral)lcmenl la valeur dc A. Un corps metalFapio ecliaulfe sc refroidiiai 
l)eaucoup plus vitc, si Fon couvre sa surlace cxtcricure d’un endiiil 
noil', [iropre a (eruir entiereraent Fecial inetallique. 


33 . 

Lcs rayons de chaleur qui s’echappent de la surface d’uu corps par- 
courent librement lcs cspaccs vides d’air; ils se propagent aussi dans 
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‘ 2(1 

I'air a(nH)S|)l)erIqn<‘; lour diiaM'lioii w'oi poiiil (r«Hildr<‘ par I«‘s aitifa 
lions do l air in{ornn‘diairo : ils [H‘nv<‘n{ olr(‘ ladltadns cl no rouniN'^snil 
an\ Idyors dc^s miroirs inrlallitjiios. Ia‘N oorp^^ donl la l(‘ni porat n rr 0^4 
o!('Voo. ol {|iio I’on [don ^‘0 dans uii liiiuidt*, troidiaiiiroul iniuio.liatoniout 
(jiH* 1<‘S parfii‘s d(‘ la inaSNO {|ui son! on oonlaol a\or loin* Niirtaoo. 
juoha’olos dun! la distanri^ a (’otto stirfaro idosi pas r\l roinrnituit pi'lif** 
ni‘ i’oo!d\<‘nt point d(‘ (dialtnir cliria-to; i! u*on rst pa% do inomr dc*s 
llni(l«‘s aoritunnos; l<‘s raviois do rhalmir s\ ptoionl a\or tun* r\!ia*nu* 
rapiditd ii dos dislatioos oonsidtM’aldos, ^oit qu tint* [Ktrtn‘ do or-. i‘a\rtii * 
li'avorso lilii’ounMil los (aniidios do Pair, soil (juo oollo-. ci m* Ion Iran 
niollioit sidnlrunnit sans m alloian* la diiaaqiini. 

I. 

I nr-quo lo oorp - oc hantld os( plaoo ilaiis no air ipu i'un or\o .oio i • 
Idoinoiit nno loiuporatnro rcuislanto, la olialonr qni -o ooiumnniqu'' a 
Pair !’o!nl plus loj^fO’o la i‘on«dn‘ (lo oi* llnnP* \nn-nio »l(“ la -iirlaoo ; * » iio 
oiondio sddi‘\o iPanlan! pins \ito qn’otP* os( phis rrliaiifloo, of o!|o o f 
laonplaoro par uno anlro inasso (Pair iVtod. II 'Potaldit anon na oMiuaiil 
jPair df»n! la dna'ofion on( \ortii’alo. o( d«oU la \ !(«* o=o o 4 iPaulanl pin 
uiando quo la (oiuporaluro dll oorps i ''4 pins olovoo. ( '<• 4 pninqinu, 1 
io oui’jis so rolVuid issait sitoi’ossn oniont , la \it{*ssi‘ dn ooiuan! diiiuiito* 
rail a\oo la ttnnjnn’at nn\ (4 la loi dn rotVonlisN^uuoiil no oratf p.i i \.f 
foiiiont la mono* tpii* si lo ourps otait ovpuso a no ooiirant oldur d’luio 
\ ifrsso ouustanfo. 

ad. 

Pursipio 1 (»N foirps soul U'^vNo/ ooliatirros pour ropaadro iiuo Ifos \i\*- 
ImiiiiTo, inn* parlii* do* linir (dial(‘ur raunuian!**, iin*loo a nito l!{iii,N-io, 
pioit tiai'Voi’Nor lt‘s sididos on lt‘s liqnidos trausparonf s : of olP- r 1 
siljotto a la tdroo (pii produil li*s rofraotiuus. La tpiaiifilo do oliaP !n 
rpli jiitiit do ootto faonlti* ost (Pautuiit iiioindro qin* lo-. i-iirp-, -.muI 
iiioiiis otillaiiiiiios; olio ost. paitr aiiisi diro, insoiisildo puiii" It-- OMip- 
tri*s (diHriU’H, <|indijiio oi’huulTos (jit’ils suionf. I no laiiio iihuoo oi du* 
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IMKODICIION. 


±\ 

iu‘<‘Si|H(‘ (ou(<‘ la <‘hahnn* (firarli' (jui sort (rinH‘ mass(‘ 
!nrtaHi(|nt‘ ardt^iilr; niais (*11(‘ s\M‘hanne a nu‘sur(‘ qu(‘ l('s rayons inltM*- 
r(q)irs n’v a«‘r uniuhnU , on, si c^sl (nrnn'n' {Vc'dU j;iarr(\ (‘Hr (l(‘vi(‘nl 
ru]ui«l(‘; si r(‘ll(‘ lani<‘ (1<‘ f^Iari* (\sl (‘\|)os(M‘ an\ rayons (Tiin llaniI)(‘aiK 
rllr laiss(* passrr av<M’ la Ininiina* nni‘ (‘hahnir s(‘nsil)l(‘. 


:{(*>. 


a\«nis |n‘is poor nnssnia^ {1(‘ la roii(Iin‘il)ilil<' (‘xlcO’iiMirr d nn 
{•(O’p*. Nolidr nn «‘(H‘Hi(‘irnt //, rxprinianl la qiianlitc* d(‘ (dialrnr (|ni 
paN'-«‘rai(. prndan! nn Irnips drltnaniin^ line niinnl(‘\ d(* la snrfaca' 
dr rr rorp^* daiiN I'air a t niospln‘ri([ (n*. t*n supi)osan( qtn* la surla(‘(‘ 
ait nnr rlmidth* drtrrininrt* 1*“^ . (pu' la (rinpri'al nr(‘ ronstan((‘ dn 
rmp'^ N(d( u (pn‘ rrll(' de Hair stdl o n\ (pir la surfaia* (adnuillVa^ soil 
rxptisrr ;i ini r<Mtran{ d\iir d’nnr \i((‘^>(‘ donnrr in\aiaabl(x On d(d(‘r- 
nunr rrllr \alrnr d<‘ // [otr lr% < di^^rix ahniis . La qnanti((‘ dr idiaLnii’ 
rxpi’iiiirr par L’ la h’( lit’ noil ar (orni*‘ d** dtMix parltrs dislnirlt's qni nr 
prn \ rni rtif It ir nrrr. q nr par dr^ rxptO'irnrrN trrs prr(*is(‘s, L UlO' <‘sl 
I j ili.tlrnr I I no I n n n I q u r r par \nn’ dr tanilai't a I air t‘n\ ironnant , 
Lanfi'r, Lrafirnfip nnondrr «pn‘ la prtnnirrr, r^t la rhahnii’ rasiuinanlr 
rnn tLi dnil Niipprsfox dans \e^ piann iina'-. rt‘r hrrrhrs , {pn* la (ptan- 
fifr dr rhalrnr pridur nt‘ rhaioir point >1 Loll auuinrnf(‘ d‘nn(‘ ipiantitr 
rMiuinnor rf a * r/ prlitr la lenn|M’ral urr dn roi’ps (adnudlr t‘t ridlt‘ do 
itido'ii. 

. ^ •« 


I 111 . . 1 . 111 . . -H -..li.l.'- .lill.T.-nl .•ii.-i.r.'. .■..iiiiiK- raviiiis .!il, |);tr 

1 ., .jn'.'!!.- .Mil .r.-liv phi^ 1.11 in. .ms [..TitHMlil.-- a la rhnl.Mir; 

,|,|.,lil.- .-.I l.-ur .■..ilIu.mIiiIiI.' pr.-i.r.- : ii.Mi-. nn .1 ..uiut.uis la 
,i..ruiiii..u .1 la lu.-Ui.' .•v.i. l.-. api.'s a\..ir trail.- .1.- la ju-..|ia. 4 .iti<>ii iilii- 
.1.- la . hal.-ur. la- -ulistaii.-.-s li.iui.l.-s j<.ui>s.-iil 
,1.. 1., .1.- li-.,!i>m.-ttr.- la .-lial.-iir .1.- iiimI.-.-uI.- li iiMil.-.-iil.', <-l la 

\.,l. iu uiau.Ti.iiH- .1.- l.-ur .-..n.iii.-il.ilil.- \ari.- -^uivaiil la ualiin- -I.- 
viil.xi.u.. lu.ii- ..n .-a ..!.'.-r\.- .iifti.-il.-iia-at r.-ff.-t •laii'. I.■^ luiunl.-.. 



'rUKoUIK UV, L \ i II \ III K. 


[j;ir(’t‘ {|iir lc‘iir*^ ninl«M‘ul(‘s clia «!«• ‘^i I ii.i I n*ii I'li •' h .1 ir,- im 1 1 1 i 
|M*ralurr. (!*«*•■■"( di* ta* ri*nfntn*'l ijiH* r( iil!»* pin 

itK'iil la (srti|!a *aa{ tnii dr la tdiahana ir !<*: pin d 

ndrrirurrN dr la iiia'-^^t* '“tnil It**-’ |d r\ p* ♦ j 1 .!• f^<ri du !■* 
all <’iMl(rifH'r . (Ill ap[dl{jlli‘ 1(* a !a jtathc dr Ia in.i f pu 

pill*'’ <da\<*(\ f’diiiUM' r!‘|,i ;i\atl licit dall*’ p! u ■■!(' 11 r ■ dr ir* i\pri 
la f raiiMiii'^si^Mi dr la rh.drur. pin r-l Irr insfr. n .0 1 mi i* 

(Itpdafrmaul . a luriiiN tpit* I'arri imn <«' luri! I dr Li f . iipr j r I ni » 1 

HUf 1(* \tdnuir. rr pIK* I’ril rt‘inat«|nr rii rlfrf djii d» 1 !’ 

\ «»i drs ( halfrilirut'’ (Trial . 

\ rrl r\ p.i r dr i r idlal pt llirip.iu\ di mT . l \ il - , 1 I rl 
I! Hr I rnt.ll pi ir ‘rrirraT' ■ III Trp 11 1 1 d U ♦ ' d ( h In p » I 1 1 i i » , « . 

rll rr ipir !rs dlllri'rul^ rrlpr-^ pUi pl.t* » ■ *\.ru im :i rr i 

(Tiltt IrUlr"^ Irs parlir*. srtl! f‘l dryirlllrirf r .d r m ,■ i j ! *1 

a*a|nHa'rUl uur Iriuprrat nr«' rMiulmuir »i p^ i lirrir rl.- 

Niippir.idt"-. pltr fMfl-% li‘s p,,ilt(', ddni«' •• \1 rn-iif u .. I '< r. p , 

• ■Miniinur* ‘d rMn'.,f.{u{r n, (pit r-J r n I I'r f **li U»' prr lliti - rr P 1 
'•I I rll tiirf HU rtirp**. f/i r|| ( iHilarf p. il l. ml .j^rr jj urj \| _ ' j 
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dans une enceinte, sans toucher aucune de ses parties. Par exemple, 
si ce solide etait une enveloppe splierique d’une certaine epaisseur, 
entreteniie par une cause exterieure a la temperature a, ct renfermant 
un espace entierement vide d’air, et si le corps //z pouvait eti’o place 
dans une partie quelconque de cet espace splierique, sansqu’il toucliat 
aucun point do la surface interieure de I’enceinte, il acquerraitla tem- 
perature commune a, ou plutot il la conserverait s’il I’avait deja. L(‘ 
resultat serait le meme pour tous les autres corps n, p, q, r, soil qu’on 
Ics placat separement ou ensemble dans cette meme enceinte, et quellos 
que fussent d’ailleurs leur espece et Icur Jigure. 

40 . 

De toutes les manieres de se representer Taction de la chaleur, celle 
qui parait la plus simple et la plus conforme aux observations consiste 
a comparer cette action a celle de la lumii're. Les molecules eloignees 
les lines des autres se comrauniquent reciproquement a travers les 
cspaces vides d'air leurs rayons de cbaleur, coinme les coiqis eclaires 
sc transmettent leur lumiere. 

Si, dans une enceinte fermec de toutes parts et entretenue par une 
cause exterieure ii une temperature fixe a, on suppose que divers corps 
sont places sans qu’ils touebent aucune des parties de Tenceinte, on 
observera des effets differents suivant (jue les corps introduits dans 
cet espace vide d’air sont plus ou uioins eebauffes. Si Ton place d’ahord 
un seal do ces corps, et qiTil ait la temperature memo de Tenceinte, il 
enverra par tons les points de sa surface autant de cbaleur qu’il cn 
rccoit dn solide qui Tenvironne, et e’est cet eebange de quantites egah's 
qui le maintient dans son premier etat. 

Si I’on introduit un second corps dont la temperature b soit moiiulre 
que a, il recevra. d’abord, des surfaces qui Tenvironnent de toutes 
parts sans Ic toueber, une quantite de chaleur plus grande que celle 
qiTil envoie : il s’eebauffera do plus en plus et il perdra par sa surface, 
plus de cbaleur qu’auparavant. La tcniperalurc initiale b, s’elevant 
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tes, ils recevraient et se transmettraient leurs rayons de chaleur, en 
sorte que dans cet ecliange leurs temperatures varieraient continuelle- 
ment et tendraient toutes a devenir egales a la temperature fixe de 
I’enceinte. 

Cet effet est precisement celui qui a lieu lorsque la chaleur se pro- 
page dans les corps solides; car les molecules qui composentles corps 
sont separees par des espaces vidcs d’air et out la propriete de rece- 
voir, d’accumuler et d’emettre la chaleur. Chacune d’ellcs envoie ses 
rayons de toutes parts et en meme temps elle recoit ceux des molecules 
qui I’environnent. 

45 . 

La chaleur envoyee par un point situe dans I’interieur d’une masse 
solide ne pent se porter directement qii’ii une distance extrememcnt 
petite; elle est, pour ainsi dire, interceptee par les particules les plus 
voisincs; ce sont ces dernieres scules qui la recoivent immediatement 
et qui agissent sur les points plus eloignes. 11 n’en est pas de meme 
des fluides aeriformes ; les eflets directs de I’irradiation y deviennent 
sensililes a des distances tres considerahlcs. 

40 . 

Ainsi la clialeur qui sort dans toutes les directions d’unc partie 
d’une surrac(' solide peni'trc dans fair jusqu’a des points fort eloi- 
gnes; niais el hi u’est emisc quo par les molecules du corps qui sont 
(ixtremement voisines de la surface. Un point d’unc masse echauffee, 
place a une tres petite distance de la superficie plane qui separe la 
mass(‘ d(' I’cspacc exterieur, envoie a cet espace une infinite de rayons; 
inais ils n’y parvieiuient pas entieremeut : ils sont diminues de toute 
la quantite de chaleur qui s’arrete sur les molecules solides interme- 
diaires. La partie du rayon qui se dissipe dans I’espace est d’autant 
moindre qu’clle traverse un plus long intervalle dans la masse. Ainsi 
h^ rayon qui sort perpcndiculairement a la superficie a plus d’intensite 
([ue celui qui, partant du meme point, suit une direction oblique, et 
les rayons les plus obliques sont entierement interceptes. 

F. 
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rieure de I’eaceinte autant de chaleur qu’il lui en envoie. Get effet des 
rayons de chaleur dans un espace donne est, a proprement parler, la 
inesure de la temperature : mais cette considei’ation suppose la theorie 
inatliematique dela chaleur rayonnante. Si Ton place maintenant entre 
le thermometre et une partic de la surface do I’enceintc un corps M 
(lont la temperature soit a, le thermonietrc cessera de recevoir les 
rayons d’une partic de cette surface intcricure; mais ils seront rem- 
places par ccux qu’il recevra clu corps interpose M. Un calcul facile 
prouve que la compensation est cxacte, en sortc que I’etal du thermo- 
inelrc ne sera point change. II n’en est pas de memo si la temperature 
du corps M n’est pas egale a cclle do I’eneeinte. Lorsqu’ellc est plus 
grande, les rayons, que le corps interpose M envoie an thermometre 
ct ([ui remplacent les rayons intcrceptes, ont plusde chaleur que ces 
derniers; la temperature du thermometre doit done s’elevcr. 

Si, au ,contrairc, le corps intermediairc a une temperature moindre 
(juc a, cclle du ihermometre devra s’ahaisser ; ear les rayons que ee 
corps intereepte sont remplaccs par ceux qu’il envoie, e’est-a-dire par 
des rayons plus froids que ceux de ronceinte; ainsi Ic thermometro no 
recoit pas toutc la chaleur qui serait nccossaire pour maintenir sa tein- 
peralnro a. 

On a (ail ahstraction jus(|u’ici do la facultc qu’ont touLeslcs surfaces 
(le rcdlechir niie partic des rayons qui lour sont euvoy{'is. Si Ton ne con- 
shhirait point eottc proprietes, on n’aurait qu’une idcie tri's incomplete 
(le Tequi lihro de la chaleur rayonnante. 

Supposons done qin;, dans la surface intorieurc de renceinto entre- 
(onuc a une tomp('',ralurc eonstante, il y ait une portion qui jouisse a 
un certain degrd do la facultd dont il s’agit; cha(|ue point de la surface 
rclldchissanle onverra dans I’cspacc (hmx (ispcces de rayons : les uns 
sortent de I’intdrieur imiMnc de la substance (loot I’cuceinto est formee, 
les autres sont sculcmcnt relldchis par cette amme surface a hnjuelle 
ils ont (jte envoyds. xMais cn ineme temps quo la surface repousse a 
rexldricur une partic des rayons incidents, cllc relicnt dans rinterieur 
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Dans le second cas, Ic therxnonietre place entre le corps echaiiffe 31 
et le miroir doit acquerir une temperature plus grande que a. En effct, 
il reqoit les memes rayons que dans la premiere hypotliese ; mais il y a 
deux differences reniarquables : Tune provient de ce que les rayons 
envoyes par le corps M au miroir et refleclus sur le therinometre con- 
tiennent plus de clialeur que dans Ic premier cas. L’aulre difference 
provient des rayons que le corps M envoie directement au tlierinometre 
et qui oat plus de clialeur qu’auparavant. L’une et I’autre cause, et 
principaloment la premiere, concourent a clever la temperature du 
thermonictre. 

Dans le troisienic cas, c’cst-ii-dire lorsque la temperature de la 
masse M cst moindre que «, le tlierinometre doit prendre aussi une 
temperature moindre que a. En effet, il revolt encore toutes les es- 
peccs de rayons que nous avoirs distinguees pour le premier cas; mais 
il y en a deux sortes qui contiennent moins de clialeur que dans cette 
premiere hypotliese, savoir ceuxqui, ciivoycspar le corps M, sontrelle- 
chis par le miroir sur le tlicriiionietre, ct ceux que le ineme corps M liii 
(‘iivoie directement. Ainsi le tlicriiioinetre ne reqoit pas toutc la clia- 
leur qui lui est neccssairo pour conserver sa temperature primitive a. 
11 (Mivoie [diis de clialeur qu’il iTen recoit. Il faut done que sa tempe- 
rature s’ahaisse jusqu’a ce quo les rayons qii’il retmit sulFisent pour 
compiMiser ceux qiTil perd. C’cst co dernier effet que Ton a nomme la 
irjle.vioii iln Jhnd et (]ui, ii propremeii t parlor, consisto dans la reflexion 
(Tunc clialeur Lrop faililc. Lc miroir iiitcrecpte une certaine quaiilitc 
do clialour ot la roiiiplacc par uiio moindre quantile. 

.51. 

Si Ton place dans renceiiitc ciitretenuc a une temperature con- 
sUuitc il un coiqis M dont la temperature a! soil moindre que a, la 
presence de ce corps fera baisser le thermometre expose a scs rayons, 
el I’oii doit remarquer qu’eii general ees rayons envoyes au thermo- 
iiietre par la surface du corps M sont de deux especes, savoir ceux qui 
sorteiiL de I'iiilerieur do la masse M, ct ceux qui, venant dcs diverses 
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(I’intensite (jue s’ils venaicnt do I’intevieur dii miroir metallique; done 
le thermometre revolt encore moins dc clialeur qu’nuparavant; il 
prendra done une temperature a" nioindre cjue a"’. 

On explique facilement par les niemes principes tons les effets 
eonnus de I’irradiation dc la clialeur ou du froid. 

52 . 

Les effets de la clialeur iie peuvent millement etro compares ii ceux 
d’un fluidc elastique dont les molecules sont en repos. Ce serait inii- 
(i lenient que Ton voudrait deduire de cette hypothese les lois dc la 
propagation que nous expliquons dans cet Ouvrage et que toutos les 
experiences ont confirmees. L’etat lihre de la clialeur est celiii de la 
luniiere; riiabitudc de cet element est done entieremeiit differente de 
eellc des substances aerifornics. La clialeur agit de la nieme manierc- 
dans Ic vide, dans les flaides elastiipK'.s et dans les masses liqiiidos on 
solides; ello nc s’y propage que par voie d’irradialion, mais ses (dTcls 
sensihles diffi'i'ent s(doii la nature des corps. 

. 53 . 

Lachalmir est le priiicipe de toiite elasticite; e’est sa force repulsive 
([ui conserve la figure des masses solides et le volume des liquides. 
Dans l('s sniistanei's solides, les molecules voisines cedcraient ii lour 
altraetioii uiutuelle si sou idTet n’etail pas detrnit par la clialeur qni les 
separi'. 

(adte force (Masliquc estd’autant jilus grande quo la temperature est 
plus ('devee; e’est pour cola que les eorps sc dilatent ou sc condensent, 
lorsiproii eleve ou lorsqu’oii abaisse leur temperature. 


.51 

L’equilibre (}ui sulisistc dans I’intericur d’unc masse solide ciiLre la 
foree repulsive do la clialeur ct rattraction inoleculaire est stable; 
(■’est-ii-dire qu’il so retablit dc lui-memc lorsqu’il ost trouble par une 
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CIIAPITRE I. - INTRODUCTION. 

SECTION III. 

PRINCIPE DE LA COMMUNICATION DE LA CHALECR. 

57. 

Nous allons prcsentcmcnt examiner ce que les experiences nous 
apprcnnciU sur la communication tie la clialcur. 

Si deux molecules egales sont formces tie la memo substance et ont 
la memo temperature, cliacune d’elles regoit do. I’autre autant de clia- 
leur qu’ello lui en envoie: leur action mutuellc doit done etre regardee 
comme nulle, parcc quo lo resultat dc cettc action ne pent apporter 
aucun cliangement dans I’ctat des molecules. Si au contraire la pre- 
miere est plus echauffec quo la secondc, elle lui envoie plus de chaleur 
qu’cllc n’en rccoit; le resultat de I’action mutuellc est la diflerencc do 
cos deux quantiles de clialeiir. Dans tons les cas nous faisons abstrac- 
tion des quantites egales de clialeur que deux points matcriels quel- 
coiiqiies s’onvoient reciproquement; nous concevons que le point le 
plus ecbauHe agit soul sur I’autre, ct qu’en vertu de cette action le 
premier perd une ccrtainc quantite tie chaleur qui est acquise par le 
si^cond. Ainsi Taction do deux molecules, ou la quantite de chaleur 
(fuo la plus ecliaullee communique a Tautre, est la difference des deux 
([uautites ([u’elles s’envoient reciproquement. 


.58. 

Sup[)osons qu(! Ton place dans Tair iin corps solide liomogene dont 
l('s differents points ont actuellemcnt ties temperatures iiiegales; eba- 
(UiiK! (l('s molecules dont le corps e.st compose comraenccra a rccevoir 
d(' la chaleur de cell(?s qui en sont extremeraent pen distantes, ou leur 
eii eommuniquera. Cette action s’exergant pendant le meme instant 
entri! tons les points de la masse, il en resultcra un cliangement infi- 
niment petitpoiir toutesles temperatures: le solide eprouvera a ebaque 
F. 5 
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cipe de la communication de la clialeur. II en resulte que la somme 
des actions partielles ou la quantite totale de chaleur que m reqoit 
dc n est proportionnelle a la difference des deux temperatures. 

59 . 

En designant par c et c' les temperatures des deux molecules egales 
ni et n, par/) leur distance extremement petite et par dt la duree infi- 
niment petite de I’instant, la quantite de chaleur que m recoit de n, 
pendant cet instant, sera exprimee par — 9) o[p)dt. On designe 
par o[p) line certaine fonction de la distance p qui, dans les corps 
solides et dans les liquides, devient nulle lorsque p a une grandeur 
sensible. Cette fonction est la meme pour tous les points d’une memo 
substance donnee; elle varie avec la nature de la substance. 

60 . 

La quantite de chaleur que les corps perdent par leur surface est 
assiijettie an meme principe. Si Ton designe par a I’etendue ou finie 
on infinimcnt petite de la surface doiit tous les points out la tempera- 
ture 0, et si a represente la temperature de Fair atmospherique, le 
coeflicient A ctant la mesure de la conducibilite exterieure, on aura 
')A((’ — a) dt pour roxpression de la quantite de chaleur que cette sur- 
face (7 transmet a Fair pendant I’instant dt. 

Lorsque les deux molecules, dout Tunc transmet directement a 
I’aulre une certaine quantite de chaleur, appartiennent au meme 
solide, I’expression exact'e de la chaleur commiuiiquee est cede que 
nous avons donnee dans I’article precedent parce que, les molecules 
etant extremement voisiiies, la difference des temperatures est extre- 
mement petite. II n’en est pas de meme lorsque la chaleur passe d’un 
corps solide dans un milieu aeriforme. Mais les experiences nous ap- 
prennent que, si la difference est une quantite assez petite, la chaleur 
transraise est sensibleraent proportionnelle a cette difference et que le 
uombre A peut, dans les premieres reclierches, etre coiisidere comme 
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dies soient deveiiues y.', [i', y', S', . . . , qu’a la fin du deuxieme instant 
elles soient yJ', p", y", S", ainsi de suite. On pent facilement con- 
clure des propositions enoncees que, si les tempdatures initiates des 
menies points avaient ete ga, g^, gy, g'^, ... (^'etant un noinbre quel- 
conque), elles seraient devenues, en vertu de faction des differents 
points, a la fin du premier instant, gy.', gf/, gy, gS', a la fin du 
second instant gyf, g[3", gy", gS", . .., ainsi de suite. En ef'fet, compa- 
rons le cas oii les temperatures initiates des points a, b, c, d,.. . etaien t 
y., Pj,y, ... avec celui oil elles sont 2 a, 2{i, ay, 2S, ..., le milieu con ser- 
vant, dans fun et I’autre cas, la temperature o. Dans la seconde liypo- 
these,les differences des temperatures des deux points quelconquessont 
doubles de ce qu’eltes etaient dans la premiere, et fcxces de la tem- 
perature de chaque point sur celle de chaque molecule du milieu est 
aussi double; par consequent la quantite de cbaleur qu’unc molecule 
quelconque envoica une autre, ou celle qu’elle cn recoit, est, dans la 
seconde hypothese, double do cc qu’elle etait dans la premiere. Le 
cbangement quo chaque point subit dans sa temperature etant propor- 
tionncl a la ([uantite de cbaleur acquise, il s’ensuit que, dans le second 
cas, ce cbangement est double de cc qu’ll etait dans le premier. Or on 
a suppose quo la temperature initiale du premier point, qui etait a., 
devienta'ala fin du premier instant; done, si cette temperature ini- 
liale cut etc 27. et si toules les autres eussent ete doubles, elle serait 
devenue 2a'. 11 en serait de lueme de toutes les autres molecules b, c, 
d, (it i’on tirera une consequence semblable si le rapport, au lieu 
d’etre 2, estun noinbre quelconque g’. II resultc done du principe de la 
communication de la cbaleur que, si I’on augmente ou si I’on diininue 
dans une raison donnec toutes les temperatures initiales, on augmente 
ou I’on diminue dans la ineine raison toutes les temperatures succes- 
sives. 

Ce resultat, coinme les deux precedents, est confirnie par les obser- 
vations. 11 ne pourrait point avoir lieu si la quantite de cbaleur qui 
passe d’une molecule a une autre n’etait point, en effet, proportion- 
nelle a la ditrcrcnce des temperatures. 
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Si Ton suppose que la temperature initiale de toutes les parties de 
ee corps soit b, on voit que la chaleur qui sort du foyer A se propa- 
gera de plus en plus et elevera la temperature des molecules com- 
prises entre les deux plans; mais, celle du plan superieur ne pouvant, 
d’apres I’hypothese, etre plus grande que b, la chaleur se dissipera 
dans la masse plus froide dont le contact retient le plan B a la tempe- 
rature constante b. Le systemc des temperatures tendra de plus en 
plus a un etat final qu’il ne pourra jamais atteindre, mais qui aurait, 
commc on va le prouver, la propricte de suhsister lui-memc et de se 
conserver sans aucun changement s’il ctait une fois forme. 

Dans cct etat final et fixe que nous considerons, la temperature per- 
manente d’un point du solide est evidemment la meme pour tons les 
points d’une meme section parallele a la base; et nous allons demon- 
Irer quo cette temperature fixe, qui est commune a tons les points 
d’une section intermediaire, decroit en progression ari thmetique depuis 
la base jusqn’au plan superieur, e’est-a-dire qu’en representant les 
temperatures consLantes a (it b par l(!s ordonnecs Aa et B[i {Jig- i). 

I'ni- '• 

n P 

• i 

»'i 


\ 

\ - - 

('iliivt'ics pcrpcindiculairoment sur la distance AB ties deux plans, les 
tenqu'iratui’es fixes des eouebes iiitermediaires seront repriisentees par 
li's ordonmies dii la droite a[i qui joint les extriimitiis a et[3; ainsi, en 
(b'isignant par G la bauteur (rune section intermediaire on la distance 
perpendieulaire au plan A, par e la bauteur totale ou la distance AB et 
jiar c la temperature de la section dont la bauteur est s, on doit avoir 
rticpiation 

b — a _ 
c 
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de la temperature du point n sur celle du point n' a aussi pour expres- 
sion (s — z'). II suit de la quo la quantite de chaleur envoyee par 

le point m au point m' sera la meme que la quantite de chaleur envoyee 
par lo point n au point n'-, car tons les elements qui concourent a de- 
terminer cette quantite de chaleur transmise sont les memes. 

II est manifeste quo Ton peut appoliquer le meme raisonnenaent a 
tons les systemos de deux molecules qui se communiquent de la cha- 
leur a travel’s la section A' ou la section B'; done, si Ton pouvait re- 
cueillir toutc la quantite de chaleur qui s’ecoulc, pendant un meme 
instant, a travers la section A' ou la section B', on trouverait que cetle 
(luantite ost la meme pour les deux sections. 

II cn resulte que la partie dn solide comprise entre A'et B' regoit 
toujours autant de chaleur qu’elle en perd; et comme cette consc- 
(| lienee s’applique ii une portion quclconquo de la masse comprise 
entre deux sections paralielcs, il ost evident (|u'aucune partie dii 
soIidc no pent acquerir uiic temperature plus elcvee que celle qu’clle 
a presentcincnl. Ainsi il est rigoureusement demontre que I’etat du 
prisiiie sulisistera continuellemcnt tcl qu’il ctait d’abord. 

Done les temperatures permanentos dcs diirereutes sections d’uii 
sulidi' eompris entre les deux plans paralielcs infinis sont representees 
[lar les ordoiinees de la ligne droitc et salisfonta I’equalion lineaire 

h -- a 

r IT- ft -1- - 

{' 

66 . 

On voit (lislinclmnent, par ce qui precede, en quoi consistc la pro- 
pagation de la ehaliHir dans un soIidc eompris entre deux jilans paral- 
li’les et infinis, dont cliacnn est inainlcmi a une temjreratnrcconstante. 
fai clialcur pOu’tre successivement dans la masse a travers la liase 
inlei-ieure; les temperatures des sections intermediaires s’elevcnt et 
lie pieuvont jamais surpasser, ni memo, attcindre entierement, une cer- 
laine liniite dont ellcs s’approchcnt do plus cn plus : cette limile on 
r. <) 
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(‘t compris entre deux plans para lleles infiiiis dontla distance perpen- 
diculaire est e' [fig. 2); la base inferieure est entreteniie a la tempe- 
rature fixe a', et la base superieure a la temperature fixe l>' •, I’un et 
Tautre solides sent consideres clans cet etat final et permanent qiii ala 
propriete de se conserver lui-memc des qii’il est forme. Ainsi, r etant 
dans le premier solidc, et ii dans le second, la temperature de la sec- 
tion dont ; est la hauteur, la loi des temperatures est exprimde, pour 
le premier corps, par Tequation 

— - b -- a ^ 
e 

(‘I, poni* le second, par Tequation 

, b' - a! 

ii — a' , — ■ V. 

e' 


Celapose, on coinparera la (iiiantile de cludeurqui, pendant I’unite 
do temps, IraYorso line eleiuluo e^alo ii I’linile de surface peise suv une 
s(‘ction interiu(‘diaii‘(‘ I. du preinioi* solide a cclle qui, pendant le nieme 
((‘inps, li*avo»*s(‘, line ci»-alc etendue prise siir la section L' du second, 
Eclanl la luuiteui* corniminc do ccs deux sections, e’est-a-dire la distance 
d(^ (‘haenno (l’ell(‘s ii la base inferieure. On considerera dans le premier 
corps deux points // et /i' extremeinent voisins, dont run /i est au- 
(l(‘ssous (hi plan L ol rautre //' au-dessus de ee plan; y, sont les 
coor(l()nn('‘es de /i, (‘t -u', y', les coordonnt'es de it/, e vUmt moindro 
(]iie r/ (‘t jdiis gi'and ([in*. On (*onsi(l(n*(‘ra anssi daris Ic second solidc 
Taction instantainh* <!(*. ihuix points /; et // qui sont places, par rapport 
l\ la s(‘(‘(ion 1/, di* (jiui les [)oints n el /Tpar rapport a la section L 

dll prmnim’ solidi^ Ainsi les monies coordonni^es ^x*, y, et y', 
rappoiddes a (rois ax(‘s rectangidain^.s dans le second corps, fixerorit 
aiissi la position (l(‘s ])oi!i(s p (d. //. 

Or la (Iistanc(‘- (In [mint // an [mint n' est (igale a la distance dii 
|)oiiit p au [)oinl //, et, comiiKi les deux corps sont formes de la memc 
substance, on en conclut, suivant le principe cle la communication de 
la ebahiur, ([ue Taction de // snr ri, ou la ([uantite d(". cbaleiir donmie 
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soient cl’ailleurs les valeurs a,h,e \ a' , h' , e'; en general, en designant 
par F le premier flux, et par F' le second, on aura 

F _ h' 

F' ~ ““ • e' ■ 


68 . 

Supposons quo, dans le second solide, la temperature permanente a' 
dll plan infcrieiir soit celle de I’cau bouillante i; que la temperature // 
dll plan supcriciir soit celle dc la glace fondante o; que la distance r' 
des deux plans soitl’unite de mesure (un metre); designons par K le 
lliix constant dc chaleur qui, pendant I’unite de temps (une minute), 
travcrscrait I’unite de surface dans ce dernier solide, s’il etait forme 
d’unc substance donnee, K exprimant un certain nombre d’unites de 
clialcur, e’est-a-dire un certain nombre de fois la chaleur necessaire 
pour convertir en can un kilogramme de glace; on aura, en general, 
pour determiner le flux constant F, dans un solide forme de cette 
meme subslance, I’eqiiation 


l.a valeurde F ost celle de la ([uantite de chaleur qui, pendant I’unite 
de temps, {lasse a Iravcrs une etendue egale ii I’unite de surface, prise 
siir line section parallele ii la base. 

Ainsi I’etat thermometrique d’uii solide coinpris entre deux bases 
parallides intinies, (Unit la distance pcrpcndiculaire est e et qui sont 
maintiuiiK's ii des tempin'atures fixes a et />, est represcnti'! par les deux 
equalions 


V 


h 

-h 




C' 


on 



l.a premieri! de ces (Equations exprime la loi suivailt laquclle h's 
tenqUiratures (hicroissent depuis la base inferieure jusqu’ii la face 
opimsi'M'; la seconde fait connaitre la quantite de chaleur qui traverse, 
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les circonstances qiii conslitiient riiypothese clenieurant d’ailleurs les 
memes. 

11 laut seulement suppose!’ que la cause qui eiiti’etient les tempera- 
liii’es a la superficie clu solide n’affecte pas seulement la partie de la 
masse qui est extreinement voisine de la surface, mais que son action 
s’ctend Jusqu’a une profondeur finie. L’equation 

n — h 
e 

I'cpresentera encore dans ce cas les temperatures permanentes dii 
solide. Le vrai sens de cettc proposition est que, si Ton donnait a tons 
les poinis do la masse les temperatures exprimees par I’equation, et si, 
de plus, une cause qiielconqueagissantsur les deux tranches extremes 
retenait tou jours cliacune de lours molecules a la temperature que 
eetto luemc equation leur assigne, les points interieurs du solide con- 
scu'vcraient sans auciin cliang(‘meiit leur etat initial. 

Si Ton suppo.sait (iiie raction d’un point de la masse put s’eteiidre 
jus(ni’ii line distane,(! liiiie £, il faudrait cpie repaisseur des tranches 
(‘xtrdmes, dont I’dlat est inaiatcim par la cause exterieure, flit an 
inoiiis dgal(‘ :i i. Mais la quantito £ n’ayant en effet, dans I’etat naturel 
des solides, (pi’iuie valeiir iaapprecial)le, on doit faire abstraction de 
(•(‘tti^ dpaisseur, et il sudit <[uc la cause exterieure agisse siir cliacune 
<I(‘s (Unix couches exlrciuenient petites qiii termiiiout le solide. Cost 
lonjours ce ((ue I’oii iloil eiilendre [lareeUe expression ; entretenir la 
temperaluri' constaute de la surface. 

71 . 

Nous allous encore examiner le cas oil le nieme solide serait expose, 
|)ar ruiK' (le s('s faces, :> fair atiuospherique entretenu a une tempera- 
ture eonslanle. 

Supposons done (|U(! ce plan inierieiir conserve, en vertu d’une cause 
(‘xl('’ri(‘ur(‘ ({uelconqiie, la temperature fixe a, et que le plan siqxi^- 
rieiir, au lieu (I’etre redemi, comnie precedomment, a une temperature 
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SECTION Y. 


LOl IHiS THMI'fiUATUKES PmjIANENTES DANS UN PRISME d’uNE PETITE EPAISSETK. 


73. 

On appliquera facilement les principes qul viennent d’cRre exposes a 
la question suivante, qui esttres simple cn elle-meme, mais dont il 
iniportait de fonder la solution sur unc tlieorie exacte. 

Une harrc metallique, dont la forme est cello d’un parallelepipede 
recLangie d’une longueur infinie, est cxposee a Tacfion d’un foyer cle 
ehalcur qui donne a lous les points de son extremite A une tempera- 
ture cons tan tc. II s’agit de determiner les temperatures fixes des diffo- 
rentcs sections de la barre. 

On suppose quo la section perpendiculaire a I’axe est un carre dont 
le cote 2 / est assez petit pour quo Ton puisse, sans erreur sensible, 
regarder coinnie egalos les temperatures des dilferents points d’lmc 
meme section. L’airdans lequel la barre est placee est entretenu a une 
teniperatiire eonstante o, ct emporte par uii courant d’une vitesse 
uniforino. 

La clialeiir passera succcssiveincnt dans I’interiour dii solide; toutes 
ses parlic:s siliiees a la droite du foyer, et qui n’claiont point exposees 
iminediatomciit ii son action, s’cehaufleront de plus en plus; mais la 
t(;niperatnre de clnujue point no pourra pas augmenter an dela d’un 
ceiTaiu Unnne. Co inaximuin de temperature n’est pas le meine pour 
(•luique section; il est on general d’autant inoindre que cotte section 
('.St plus ('doignee de Toriginc; on designera par e la temperature fixe 
d’nnc section perpendiculaire a I’axe ct placee ii la distance a;?de 1 0 - 
rigine. A. 

Avant (pie chaque point du solide ait atieint son plus liaut degre de 
cbaleur, le systemc des temperatures varie continuellement et s’ap- 
proebe de plus en plus d’un etatfixe, qui est celui que Ton considere. 
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On obtiendvait le nienie resultat en eonsiderant Tequilibre de la 
chaleui’ dans la seule tranche infiniment petite comprise entre les deux 
sections dont les distances sent a? et a? + dr. En effet, la quantite de 
cbaleur qui, pendant I’unite de temps, traverse la premiere section 

placec a la distance x, est — 4^‘K^.- Pour trouver celie qui s’ecoule 

pendant le meme temps, a travers la section suivante placee a la 
distance x + dx, il faut, dans I’expression precedente, changer x en 

X + dx, ce qui donne — 4^‘K 4- • Si Ton retranche cett(‘ 

seconde expression de la premiere, on connaitra comhien la tranche 
([lie terminent les deux sections acquiert de cbaleur pendant I’linitt" 
(le temps; et, puisqne I’etat de cette tranche est permanent, il faudra 
([ue toute cette cbaleur acquise soil egale a celie qui se dissipe dans 
Pair il travers la surface cxtcricurc 'ildx de cette meme tranche; or 
cette dernierc quantite de cbaleur est Shiv dr; on ohtiendra done la 
im'MiK! ('njiiation 


8/ilvd.v= lilHid 



on 


d^- V __ o. A 
dx'^ K ^ ’ 


De quelque manierc quo Pon forme cette ('iquation, il est nticessaiia' 
de remarquer ([iic la quantiu'i de cbaleur qui traverse la face de la 
tranche dont la distance est x a une valour finie, ct que son expression 

exacte (^st — /|/- K Cette tranche (itant comprise entre deux surfaces 

dont la premiere a la temperature e ct la seconde une temperature 
moindre e', on aperfoit d’abord que la quantih) de chaleur qu’elle 
re(H)it par la premiere surface depend de la difference (’ — d et lui est 
proportionnelle ; mais cette rernarque no suffit pas pour etablir le calcul. 
La ([uantih'! dont il s’agit n’est point une difffirentielle : ellc a une 
valcur finie, puisqu’ellc equivaut il toute la chaleur qui sort par la 
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autre oxtremilc; il ne faat quo donner au rayon de la base une lon- 
gueur suffisanto, ; cola est, pour ainsi dire, evident, ct d’ailleurs on en 
tronvera ia preuve dans la solution de la question etudice plus loin 
(art. 7<S). 

7C). 

l/integralc de requatiou precedente est 

jn jih 

Ae“'’ -i-r,/ 

A et 15 ctant deux constantes arbitraires; or, si Ton suppose la distance 
,v intiuii', la valeiirtle la teinperatiire c doit etre iofinimcnt petite; done 

l(^ l<!rnie Br ne subsistc point dans I’intograle; ainsi requatiou 



l■epres(Mltc I’etat pernianent dii solide; la temperature ii rorigine est 
designee par la eonstanle A, puis(|u’elle est la valcur de e lorsqiu' .t- 
(‘St null(‘. 

(',(‘l((^ iin'Mtu', loi siiivant laqucllc los U'lnperatures decroissent est 
(l<mii('‘.(‘ aiissi par Ib'xperiouco ; plusieurs physiciens out observe les 
t('nip('‘ra(iir(‘s lixesdes diHerenIs points d’line harre metallique exposee 
parson exlndnite a riielion ('.onstante d’un foyer de chab'iir, etilsont 
rerayniui (pu' les distances a rorigiiu^ uqu'esentent les logarilbmes, et 
l(“s tenqnd'atnres les inmibn's corres[)OHdants. 


j/. 


ba vabuir num('‘ri<iue dii quotient constant de deux teniperatures 
eonst'eiilivi's elaiit (hderininec p)ar robservation, on en deduit f'acile- 

m(‘n( eelh^ dti rajiport : car, eu dc'ssignant pare,, les tcinpiu-atuirs 

([iii r('‘p()n(l('n(, anx dislances .r,, ,x\,, on aura 
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Quaiit aux valours separees de h et de K, on no peut les determiner 
par des experiences de ce genre: il faut oltscrvor aussi Ic mouvement 
varie de la clialeur. 

78. 


Supposons que deuxbarres de meme matiere et de dimensions ine- 
gales soient assiijetties vers leiir extremite a une meme temperature A; 
soient /, le cote de la section dans la premiere barre et U le cote de la 
section dans la seconde; on aura, pour exprimer Ics temperatures de 
ces deux solides, les equations 


-ke 


j’lh 

— X, — 


K/, 


=v/| 


h 

KU 


en designant, dans le premier solide, pare, la temperature do la sec- 
tion places a la distance cc,, et, dans le second solide, par (’2 la tempe- 
rature de la section placee a la distance x., . 

Lorsque ces deux barres seront parvenues a un etat fixe, la tempe- 
rature d’unc section de la premiere, placee a une certaine distance du 
foxer, ue sera pas egale a la temperature d’une section de la seconde, 
placee a la meme distance du foyer; pour que les temperatures fixes 
t assent egales, il faudrait que les distances fussent differentes. Si Ton 
veut comparer entre elles les distances a?, et Xn, comprises depuis 
I’origine jusqu’aux points qui parviennent clans les deux barres a la 
meme temperature, on egalera les seconds membres des equations et 
Ton en conclura 

Ainsi les distances dont il s’agit sont entre elles comme les racinos 
carrees des epaisseurs. 

79. 

Si deux barres metalliques de dimensions egales, niais formees de 
substances differentes, sont couvertos d’un meme enduit qui puisse 
leur donner une meme conducibilite exterieure, et si elles sont as- 
snjetties dans leur extremite a une meme temperature, la clialeur se 
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termine, de la facilite avec laquelle la chaleur penetre sa surface inte- 
rieure on celle qui lui est opposee, eiifm de la conducibilite speciliqiie 
de la masse solide qui lorme I’enceiiite; car, si Fun quelconqiie de 
ces elemculs venait a etre change, les autres demeurant les memes, le 
degre de recliaiifTement varierait aussi. 11 s’agit de determiner com- 
ment toutes ces quantiles entrent dans la valeur de m ~ n. 

82 . 

L’enceiutc solide est terminee par deux surfaces egales, dont cbacune 
est maintenue a une temperature fixe; cbaque element prismatique du 
solide compris entre deux portions opposees de ces surfaces et les nor- 
males elevces sur le contour des bases est done dans le meme etat que 
s’il appartenaita un solide infini compris entre deux plans paralleles, 
cntretenus a des temperatures inegales. Tons les elements prisma- 
tiques qui coraposent I’cnccintc soi touclient suivant toute leur lon- 
gueur. Les points de la masse <pii sent a egale distance de la surface 
intericiirc out des temperatures egales, a quelque prisme qu’ils appar- 
tieinumt; par consequent, il no pent y avoir aueun transport do cha- 
Icnr dans le sens pcrpondicidaire a la longueur des prismes. Ce cas est 
done 1(' meme (|uc celui que nous avons deja traite, ct Ton doit y appli- 
(|uer les e([uati()us lineaircs qui out ole rapportees plus Iiaut. 


Hd. 

Ainsi, dans I’etat permanent que nous considerons, le flux de cha- 
leur (}ui sort de la surface n pendant une unite dc temps est egal a celui 
(|ui pa.sse, pendant le memo temps, de Fair emironnant dans la sur- 
face interimiia! (!(' Fencointe; il est egal aussi a cclui qui traverse, pen- 
dant Fuiiite d(' l(‘nq)s, unc scctiou intermediairc faitc dans Fenceinte 
soFKh' |»ar iiini surface egale et parallele a celles qui terrainent cette 
enceinte; (‘uiin ee meme Ilux est encore egal a celui qui passe de 
Feuc(‘iiite solide ii traveu's sa surface exterieure et se dissipe dans Fair. 
Si ces (piatre (piaiUites dc chaleur ecoiilees u’etaient point egales, il 
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(]e resultat fait connaitre comment le degre de I’ccbauffement m — n 
depend des quantites donnees qui constituent rhypothese. 

Nous indiquerons les principales consequences que Ton en peut de- 
duire : 

I® Le degre de rechauffement m — n est en raison directe de I’exces 
tie la temperature du foyer sur cello do I’air oxterieur. 

2 ° La valeur de m — n no depend point do la fovmo dc I’cnceintc ni 
(le sa capacit(i, inais sculemont do ropaisscur c dc I’enceinte et du 

rapport ^ de la surface dont la cludcur sort a la surface qui la recoit. 

Si Ton double la surface rr du foyer, le degre do reebaufiement ne 
(levicnt pas double; niais il augmente suivant une certaine loi que I’e- 
quation exprime. 

d*' Tons les coefficienls specifiques qui roglent Faction de la cbaleur, 
savoir : g, K, 11 et h, composent, avec la dimension c, dans la valeur 
(1(! ni — //, un ('■bnnent unique | ^ on peut d(jterminer 

la valeur par les observations. 

Si Foil doublait IVqiaisseur e dc Fenccintc, on aurait le nn^me r(i- 
sultat que si Fon omployait, pour la former, une substance dont la 
condiicibilib; propre serai t deux fois nioindre. Ainsi Femploi des sub- 
stances qui conduisent difficilement la cbaleur permet de donnev pen 
(Fi'qiaisseur a Feuceiute ; Felfet que Fon obtient ne diipend que du rap- 

port f 

4" Si la conducil)ilit(i K est nulle, on trouve m e’est-a-dire (jue 
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I’air interieur prend la temperature du foyer : il en est de meme si H 
est niille ou si h est nulle. Ces consequences sont trailleurs evidcntes, 
puisque lachaleiir iie pent alors se dissiper dans I’air cxteiueur. 

5° Les valeurs des qiiantites H, A, K et a, quc 1 on suppose con- 
mies, peuvent etre mesurees par des experiences directcs, coinme on 
le verra par la suite; rnais, dans la question actuelle, il suflirait d’ob- 
server la valeur dew — n qui correspond a des valours donnees de c 
et de or, et Ton s’en servirait pour determiner le coefficient total 

f 4 - 4 - 1, au moven de requation 
/? k !1 “ * 

— /I “ 5 

0 * 

dans laquelle p designe le coefficient cherclie. On niettra dans ciqie 
equation, au lieu de ^ et de a — n, les valours de ces <niantites, (pu! 
Ton suppose donnees, et ceile de m — n, que robservation aura fait 
connaitre. On en deduira la valeur de p, et I’on pourra ensuite appli- 
quer la fornuile a une infinite d’autres cas. 

6" Le coefficient H entre dans la valeur de m —■ n de la menu' ina- 
niere que le coefficient A; par consequent I’etat de la sup(n‘ru‘i(\ ou 
eelui de I’enveloppe qui la couvre, procure le meine eil'et, soil (|ii’il s(^ 
rapporte a la surface interieure ou a la surfiice exterieure. 

On aurait regarde comme inutile de faire rcmarqiier ces <li verses 
consequences, sil’on ne traitait point ici des questions loutes noiividlcs 
dont les resultats peuvent etre d’uiie utilite immediate. 

86 . 

On sail que les corps aniines conservent une temperature sensilde- 
nient fixe, que Ton peutregarder cornine independante de la tempera- 
ture du milieu dans lequel ils vivejnt. Ces corps sont, en quelqiu' 
sorte,des foyers d’unechaleur constaiito, de meme quc les sulistaiuu's 
euflammees dont la combustion est devenuc uniforme. On pout done, a 
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I’aitle des remarques precedentes, prevoir et regler avec plus d’exacti- 
tude I’elevation des temperatures dansles lieux ou Ton reunitun grand 
nombre d’hommes. Si Ton y observe la hauteur du tbermomMre dans 
des circonstances donnees, on determinera d’avance quelle serait cette 
hauteur, si le nombre d’hommes rassembles dans le ineme espace de- 
veiiait beaucoup plus grand. 

A laverite, il y a plusieurs circonstances accessoires qui inoditient 
les resultats, telles que I’inegale epaisseur des parties des enceintes, 
la diversite de leur exposition, I’effet que produisent les issues, I’ine- 
gale distribution de la cbaleur de I'air. On ne pent clone faire une 
application rigoureuse des regies donnees par le calcul; toutefois cos 
regies sont precieuses en elles-memes parce qu’elles contiennent les 
vrais principes de la matiere : elles previennent des raisonnements 
vagues ot des tentatives inutiles ou confuses. 


87 . 


Si le menic cspace etait ecliauffe par deux ou plusieurs foyers de 
differente especc, ou si la premiere enceinte etait elle-meme contenue 
dans line seconde enceinte separee de la premiere par une masse d’air, 
on determinerait facilement aussi le degre de rechauffeinent et les 
temperatures des surfaces. 

En supposant qu’il y ait, outre le premier foyer c, une seconde sur- 
face echaulTee ra dont la temperature constante soit p et la conducibi- 
lite extdrieure /, on trouvera, en conservant toutes les autres denomi- 
nations, Tciquation suivante : 


]}} ■ — ilzrz 




tl) 


s 


s 




Si Ton lie suppose qa’un seul foyer c et si la premiere enceinte est 
elle-meme contenue dans nne seconde, on representera par 5', h\ F, 
H' les elements de la seconde enceinte qui correspondent a ceux de la 
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perature b. On voit que Fair contenu entre la couche et le corps 
s’echauffera et prendra une temperature a' plus grande que a. La 
couche ellft-tneme parviendra a un etat permanent et transmettra a 
Fair exterieur dont la temperature fixe est a toute la chaleur que le 
corps perd. II s’ensuit que la quantite de chaleur sortie du solide sera 
/iS(Z> — a'), au lieu d’etre — «); car on suppose que la nouvelle 
superficie du solide cicelies qui terminent la couche ont aussi la mmne 
conducibilite exterieure h. II est evident que la depense de la source 
de chaleur sera moindre qu’elle n’etait d’ahord. 11 s’agit de connaitre 
le rapport exact de ces quantiles. 


89 . 

Soiente Fepaisseur de la couche, to la temperature fixe de sa surface 
interieure, n celle de la surface exterieure etK la conducibilite propre. 
On aura, pour I’expression de la quantite de chaleur qui sort du solide 
par sa superficie, — d). 

Pour celle de la quantite qui penetre la surface interieure de la 
couchc, hS{a' — m). 

Pour celle de la quantite qui traverse une section quelconque de 
cette meine couchc, KS 

e 

Enfiii, pour celle de la quantite qui passe de la surface exterieure 
dans I’air, /^S(/l — a). 

routes ces quantiles doivent etre egales; on a done les equations 
suivantcs : 

K 

h(n — a) ~ — (;?2. — , 

Ji{ri — • a) z=zh{a' — ni), 

/i(?i — a) /i(l) — af). 


Si Pen ecrit de plus I’equation identique 

Ji {n — a) ziz h (/^ — a)^ 


F. 


9 
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et si on les met toutes sous cette forme 

II — CL — JL Cl^ 

he , . 

in — n = (« — a), 

a' — m — n — a, 
b —a' — n — a. 


on trouvera, en les ajoutant, 


■ {n — «) (^3 + -jT 


he 


La quantite de chaleur perdue par le solide etait 

AS (6 — a) 

lorsque sa superficie commiiniquait librement a I’air : cll(' ('St maiiile- 
nant AS(& — a') ou AS(n — a), qui equivaut ii 


La premiere quantite est plus grande que la seconde, dans b; rapporl 

de 3 + a I . 
k 

II faut done, pour entretenir a la temperature A le solide doiit la 
superficie communique immediatement a Fair, plus de trois fois autant 
de chaleur qu’il n’en faudrait pour le maintenir a la meine liniipera- 
ture b lorsque I’extreme surface n’est pas adherente, mais distan((^ dii 
solide d’un intervalle quclconque rempli d’air. 

Si Ton suppose que I’epai-sseur e est infiniment petite, le rapport di^s 
quantiles de chaleur perdues sera 3, ce qui aurait (uicoro li()u si la 
conducibilite K etait infiniment grande. 

On se rend facilement raison de ce resultat; car, la chaleur nc pou- 
vant s’ecliapper dans Fair exterieur sans penetrer plusieurs surfaces, 
la quantite qui s’en ecoule doit etre d’autant moindre quo 1(> nomhia* 
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cles surfaces interposecs est plus grand; mais on n’aurait pu porter, a 
cet egard, aucun jugement exact si Ton n’eut point soumis la question 
au calcul. 

90 . 

On n’a point considere, dans Tavticle precedent, I’effet cle Tirradla- 
tion a travel's la couche d’air qui separe Ics deux surfaces; cependant 
cettc circonstance modifie la question, puisqu’il y a line partie de la 
chaleur qui penetre iminediatement au dela cle I’air interpose. Nous 
supposerons done, pour rendre roLjet du calcul plus distinct, que 
I’intcrvalle des surfaces est vide d’air et que le corps echauffe est con- 
vert d’un nombre quelconque de couches paralleles et eloignees Ics 
lines des autres. 

Si la chaleur qui sort du solide par sa superficie plane, entretenue a 
la temperature h, sc repandait libreinent dans le vide et etait re^ue par 
line surface parallele entretenue a uno temperature moindre a, la quan- 
tile qui se dissiperait pendant runite de temps a travers I’linite de 
superficie serait proportionnelle a la difference h — a des deux tempe- 
ratures constantes; cette quantile serait representee par H(/i — a), 
H etant uiki valour de la conducihilitc relative qui n’est pas la inenie 
quo h. 

Le foyei' qui inainticnt le solide dans son premier etat doit done 
fournir, dans cliaipie unite de temps, line quantite de chaleur egale ii 
H S(6 — a). 11 faut inaintenant detei'ininer la nouvelle valeur tic colti' 
dtqieiisc dans le cas oil la superficie de ce corps serait recouverte de 
plusieurs couches siiccossives ct separees par des iiitervalles vides 
tl’air, eii siipposant toujours que le solide est soumis ii Taction d’une 
cause extei'ieurc quelconque qui retient sa superficie ii la tempera- 
ture b. 

Coiiecvons que le systeme de toutes Ics temperatures est devciui 
fixe : soil m la temperature de la surface interieiire de la premiere 
couche qui est, par consequent, opposec ii celle du solide; soient n la 
temperature de la surface exterienre do cette raeme couche, e sou 



THEORIE DE LA CHALEUR. 

ppaisseur et K sa conducibilite specifique; clesignons aussi par //z', n' , 
m\ n", in ', n"', to"’, . . . les teoiperatures ties surfaces intericurc 

et exterieure des dififerentes couches et par K, e la conducibilite el 
I’epaisseur de ces memes couches; enfin, siipposoas que toutes ces 
surfaces soient dans un etat semblable a la superficie du solide, en 
snrte que la valeur du coefficient H leur soil coiiimunc. 

La quantile de chaleur qui penetre la surface interieuro d’une couclu' 
correspondante a I’indice quelconque i est H.S(/ij_i — fni), cclle (jui tra- 
verse cette couche est — (to,-- n,), et la quantite qui cn sort par la 
surface exterieure est HS(7i,- — to,-+,). Ces trois quantiles ct toul(‘s 
relies qui se rapportent aux autres couches sont egales; on poui'ra 
done former les equations en coinparant toutes les quantiles dent il 
s’agit a la premiere d’entre elles, qui est HS(& — m,); on aura ainsi, 
en designant par / le nombre des couches, 

b — m^ — b — m,, 

He,, 

Wi — = -g- (i» — 7?e, ), 

71, — 777,= b — 777,, 

He,, 

777j — 772 = (t, — nh), 


He ,, 

nij — rij = ~ {b — 777, ), 

Jij — a ~ b — nil. 

En ajoutant ces equations, on trouvera 

-77 = (6 — 777,)y 1^1 -t- 

La depense de la source de chaleur necessaire pour entretenir la super- 
ficie du corps A a la temperature h est 

HS(6 — a) 

lorsque cette superficie envoie ses rayons a une surface fixe enlreteniU' 
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a la temperature b. Cette depense est 

HS(6 — /)i|) oil HS 

lorsque Ton place entre la superficie du corps A et la surface tixe 
entretenue a la temperature h un nombro j de couches isolees; ainsi 
la quantite de chaleiir que Ic foyer doitfournir est beaucoup moindre 
dans la seconde hypo these que dans la premiere, et le rapport de ces 

deux quantites est—; — suppose que I’epaisseur e des 

couches soil infiniment petite, le rapport est 4- La depense du foyer 

est done cn raison inverse du nombre des couches qui couvrent la 
superficie. 

91 . 

L’examcn de ces resiiltats et de ceux que Ton obtient lorsque Ics 
intervalles des enceintes successives sont occupes par fair atniosphd- 
rique explique distinctemenl pourquoi la separation des surfaces et 
I’interposition de I’air concourent beaucoup a contenir la cbaleur. 

Le calcul fouruit encore des consequences analogues lorsqu’on sup- 
pose que le foyer est exterieur el que la cbaleur qui en emanc traverse 
successivcnicnt les diverses cnveloppes diaphanes ct penetre fair 
qu’elles rcnferincnt. C’est ce qui avail lieu dans les experiences oil 
Ton a expose aux rayons du soleil des thermonietres reconverts par 
plusieurs caisses de verre, entre lesquolles se trouvaient differentes 
couches d’air. 

C’est par une raison scmblableque la temperature des hautes regions 
de I’atmo sphere, est beaucoup moindre qu’a la surfoce du globe. 

En general, les theoremes concernaiit rechauffement de fair dans 
les espaces clos s’etendent a des questions tres variees. II sera utile 
d’y recourir lorsqu’on voudra prevoir et regler la temperature avec 
quelque precision, comme dans les serres, les etuves, les liergeries, 


y 1 + 


K 
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les ateliers ou dans pliisieurs etablissements civils, tels qne les hdpi- 
taux, les casernes, les lieux d’asseniblec. 

On pourrait avoir egard, dans ces diverses applications, aux cir- 
constances accessoires qui modifientles consequences du calcul, coinnu! 
I’inegale epaisseur des differentes parties de rcnccinte, I’introduction 
de Fair, etc.; mais ces details nous ecarteraient de notrc ohjet princi- 
pal qui est la demonstration exacte des principes gencraux. 

Au reste, nous n’avons considere, dans ce qui vient d’ctt'e dit, qu<‘ 
I’etat permanent des temperatures dans les espaces clos. On cxpriine 
aussi par le calcul I’etat variable qui Ic precede, ou celui qui com- 
mence a avoir lieu lorsqu’on retranche le foyer, et Ton pent connaitia' 
par la comment les proprietesspecifiqiiesdcs corps quo Ton cmploie ou 
leurs dimensions influent sur les progres et sur la durce do rccbauClr- 
ment; inais cette recherche exige une analyse differcnte, dont on Oix- 
posera les principes dans les Chapitres suivants. 


SECTION VII. 


DU MOUVUMENT UXIFORME DE LA CIIALEUR SUIVANT LES TIIOIS DI.MENSIONS . 


92 . 

Nous n’avons considere jusqu’ici que le mouveincnt iniiforine de hi 
chaleur suivant une seule dimension. II est facile irappliquer les 
memes principes au cas oil la clialeur se propage unilbrmemeut dans 
trois directions orthogoiiales. 

Supposons que les differents points d’un solide coinpris onlre six 
plans lectangulaires aient actuellement des temperatures incgalcs el 
representees par I’equation lineairc 

r = A-l-aaj-t- hj -l-cs, 

ac,y, Z etant les coordonnees rcctangulaires d’une molecule dont la 
temperature est v. Supposons encore que des causes exterieiircs <fuel- 
conques, agissant sur les six faces du prisme, conservent ii chacuno 
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(les molecules qui sont siluees a la superficie sa temperature actuelle, 
exprimee par I’equation generate 

( a ) V — A ax ~{-by cz; 

nous alloiis demontrer que ces menies causes qui, par hypotliese, 
reticunont Ics dernieres Lranclies du solide dans leur ctat initial, suf- 
tisent pour conserver aussi la temperature actuelle de cliacune cles 
molecules intericurcs, on sorte quo cette temperature nc cessera point 
d’etre rcprcsentee par roquatioii lineaire. 

L’exainen de cette question est un element de la tlieorie generale ; 
il servira a faire counaitre les lois du inouvemeiit varie de la clialeur 
dans I’interieur d’un solide d’une forme quelconque; car chacune des 
molecules prismatiques dont le corps est compose est, pendant un 
temps infiuiment petit, dans un etat semblable ii celui qu’exprime 
I’equation lineaire [a). On pent done, eii siiivant les principes ordi- 
naires do I’Analyse differenticlle, deduire facilcmcntde la notion du 
moiiveinent uniforme les equations generales du mouv(‘ment \arie. 


93 . 

Pour prouver que, les extremites dti solide conservant Icurs tempe- 
ratures, il ne potirra survenir aucun changement dans I’interieur de la 
masse, il suffit di*: comparer entre. dies les quantites de eltaleur (jui, 
pendant la diirec d’un momc instant, traversent deux plans paralleles. 
Soil /Ola distance pcrpendiculaire de ces deux plans que Ton suppos/' 
d’abord paralleles an plan horizontal des.ry. Soient m et m' denx mo- 
lecules intiniment voisincs, dont I’nnc est au-dcssous du premier plan 
horizontal et I’autre au-dessus; soient -v, y, 2 les conrdonnees de la 
premiere ct .v', y', z' les coordonnecs de la seconde. On designera 
pareillement deux molecules M et M' infiniment voisincs, scparecs par 
le second plan horizontal et situecs, par rapport a ce second plan, de 
la nieine maniere que m et m' le sont par rapport an premier, e’est- 
a-dire que les coordonuees de M sont sv, y, z-y h, et celles de M' sont 
•r', y , 5'-+- b. II est manifeste que la distance rniri! des deux molecules 
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rn et est egalo a la distance MM' des deux molecules M et^ M'; de 
plus, soient c la temperature de m et c' celle de m! , soient aussi Y c t V' 
Ics temperatures de M et 31'; il est facile de voir que les deux ditle- 
rences r-e'et Y-V'sont egales; en effet, en substituant d’abord 
les coordonnees de m et dans I’eqiiation generalc 


on trouve 


m A -h 

t' — e'= a{x — a;') +-&(/ — y') -H c(-3— “')> 


et, en substituant ensuite les coordonnees de M et31 , on trouve aussi 


V — V'=«(a' — a;') -l-6(y— /) + c(-— -)■ 

Or la quantile de clialeur que /n envoie aw' depend de la distance nini' 
qui separe ces molecules, et elle est proportionncllc a la ddlerence 
c — (’'de leurs temperatures. Cette quantite de chalcur envoyeo pent 
etre representee par q[y — v')dl\ la valeur du coeflicient q depend 
d’une maniere quelconque dela distance mm' eX de la nature de la sub- 
stance dent le solide est forme; dt est la dur(3e de I’inslant. La (|iian- 
tite de clialeur envoyee de M a 31', ou Taction de M sur 31', a aussi pour 
expression ^(V — 3^') r/;, etle coefficient q est le miime (jue dans la va- 
leur ^((^ — o') puisque la distance MM' est egalc a nun' et quo Ics 
deux actions s’operent dans le meme solide; de plus, V — Y' est (*gal 
a V — v'-, done les deux actions sent egales. 

Si Ton clioisit deux autres points n et n' extreineinent voisins Tiin 
de Tautre, qui s’envoient de la clialeur a travers Ic premier plan 
horizontal, on prouvera de meme que leur action est egale a celles de 
deux points liomologues IN et N' qui se communiquent la clialeur a Ha- 
vers le second plan horizontal. On en conclura done que la quantite 
totale de clialeur qui traverse le premier plan est egale a celle qui tra- 
verse le second pendant le meme instant. On tirera la mfune conse- 
quence de la comparaison cle deux plans paralleles aii plan des.r^, on 
de deux autres plans paralleles au plan des yz. Done, une partic* quel- 
conque du solide, comprise entre six plans rectangulaires, reqoit par 
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cliacune ties faces autant de chaleur qu’elle en perd par la face oppo- 
see; done il n’y a aacune portion du solide qui puisse changer de tem- 
perature. 

94. 

On voit par la qu’il s’ecoiile, a travers un ties plans dont il s’agit, 
line quantite de chaleur qui est la meme a tous les instants, et qui est 
aussi la meme pour toutes les autres tranches paralleles. 

Pour determiner la valeurde ce flux constant, nous la comparerons ala 
quantite de chaleur qui s’ecoule uniformement dans un casplus simple 
([ue nous avons deja traite. Ce cas est celui d’un solide compris entre 
deux plans infinis et entretenus dans un etat constant. Nous avons vu 
que les temperatures ties differents points de la masse sont alors repre- 
sentees par I’equation e = A -i- c:;; nous allons demontrer que le flux 
uniforme de chaleur qui se propage en sens vertical dans le solide in- 
tini est egal a celui qui s’ecoule dans le meme sens a travel’s le prisme 
compris entre six plans rectangulaires. Cette egalite a lieu necessaire- 
ment si le coefficient c de requation e = A -f- cz, appartenant au pre- 
mier solide, est le meme que Ic coefficient c dans I’equation plus gene- 
rale e = A -H fiiu - 4 - by -i- cz qui represente I’etat du prisme. En effet, 
designons par H dans ce prisme un plan perpendiculaire aux z, et par 
m et p. deux molecules extremement voisines Tune de I’autre, dont la 
premiere m est au-dessous du plan II, et la seconde est au-dessus de ce 
plan; soient v la temperature de rn, dont les coordonnees sont a;, 
z, et u’ la temperature de p., dont les coordonnees sont a? -f- a, j + p, 
= H- y. Choisissons une troisiemc molecule p,', dont les coordonnees 
soient x~ct, y— [3, s-hy, et dont la temperature soit designee par tv'. 
On voit que p. et p.' sont sur un meme plan horizontal, et que la verti- 
cale elevee sur Ic milieu de la droite p.p/ qui joint ces deux points 
passe par le point m, en sorte que les distances mp. et mp.' sont egales. 
L’action de m sur p., ou la quantite de chaleur que la premiere de ces 
molecules envoie a I’autrc a travers le plan H, depend de la difference 
c — w de leurs temperatures. L’action de m sur p.' depend de la meme 
F. 
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Dans le second de ces corps, qui est termine par deux plans infinis el 
pour lequel I’equation des temperatures est <’ = A -i-cs, nous savous qiie 
la quantite de chaleur ecoulee pendant I’unite de temps, atravers une 
surface egale a I’unite et prise sur une section horizontale quelconque, 
est — cK, c etant le coefficient de et K la conducibilite specifique ; 
done la quantite de chaleur qui, dans le prisme compris entre six plans 
rectangulaires, traverse pendant I’unite de temps une surface egale a 
I’unite et prise sur une section horizontale quelconque estaussi — cK, 
lorsque I’equation lineaire qui represente les temperatures du prisme 
est 

(> =; A -\-ax by' ->r cz. 

On prouve de ineme que la quantite de chaleur qui, pendant runite 
de temps, s’ecoule uniformement a travers une unite de surface, prise 
sur une section quelconque perpendiculaire aux ,r, est expriinee par 
— «I\,‘et que la chaleur totale qui traverse, pendant I’unite de temps, 
runite do surface prise sur une section perpendiculaire aux y est ex- 
priraee par — l>]i. 

Les tlieoremes quo nous avons demontves dans cct article et dans 
les deux precedents no supposent point que Faction directe de la cha- 
leur soit hornee dans I’interieiir de la masse a une distance extreme- 
ineiit petite : ils auraieut encore lieu si les rayons de chaleur envoyes 
par cliaque molecule pouvaiont penetrer iminediatement jusqu’a une 
distance assez considerable; mais il serait ncccssaire dans ce cas, ainsi 
que nous I’avons remarque dans Farticle 70, de supposer que la cause 
qui entretient les temperatures des faces du solide affecte unepartie 
de la masse jusqu’a une profondeur finie. 
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II iMUis r(‘s((‘ (*m*i)r(' a lain^ ronnailrr tin (i(\s [n’incipaux nli'niKnils dv 
la 'riuMH'ii^ (l{» la (‘halaur : il (‘onsisir a dnlinir <‘l a rnrstirrr (‘xatinunnil 
la qtianlitr dt‘ (diahnir ([ui s'dronla vn nhaqin^ point (run(‘ inasso soliih* 
i\ traviM'S un plan dun( la diiaMMion t‘st doimr(‘. 

Si la (dialinir (xst ino^nhnninU <lis(rilnnM‘ (niha* Ins niolornlos irnn 
nn'nno rorps, las (innprral ni*t‘s diMdiatpu* point va!*it‘ron( ;i rlnupio in- 
stanl. I*ai d<vsi;Tnanl par / lo hniips rroiili' <‘1 [lar r la Itnnprralnn* ipn* 
roroif aprr.s h* l<anps / nin* oioltaMilo inlininnMil p(‘tito /// dont li‘s ooor- 
donnoos sont t\ r, Iddai varialdt‘ dn solidt' s(‘ra rxpriina par una 
aqttalion samldabh* ii la snivantt^ : 

M E I .f\ I , / s, 

SnppiKons qno la fonriion 1*' suit donnoi' v\ quo, par <‘onsn|uont» on 
jUiisNo diirnninrr, pour (dnupn* instant, la ti‘in[H‘ratnro d’nn point 
tjindronqno : t*onro\ons tpio par Ir pidnl /// un ininir nn plan hori/untal 
parallidi‘ ii rtdni dos .rr <*t quo, surra plan, on (rart* un (au“rlr inlini- 
inrat pidit oi dont In (‘rntr«* rst vn /;/; il s’a^il dr rtuinaifrr ipirtlr rsf la 
qnanfitr <h* rhalrnr ijui. prndani riiislant ///, passriat, ii lra\t*rs !r 
rinadt* ilr la partir dn sulidi* <[ni rsi inlrriiuirr an plan clans ta parlir 
snprririirr. Tuns Irs points (pii s<nit rxtrrinrnirnf voisius dn point /ii, 
rt qin sunt an-tli'ssuiis duqdan, rxrrrrnt hnir ;n’tiun pmdaiit rinstant 
iiitiniiinnit prtil di sur tons ia*n\ tpii siuit an-dt^ssUs dti plan r| r\trr* 
mritirn! voisins dn point ///, rb*st-a-dirr cjur rharuii dr ros pmnis 
jdat^rs ddin nirinr cdtc dn plan rnvrrra dr la idialrnrit rhaniii lir mix 
qni sunt plarrs dt* raiitia* i*o|r. i)n i’unsidrrrra runiinr positi\r rarlnin 
qiii a pour rflrt dr Iraiisportrr unr ri*rfainr (piantitr dr rhaliuir an- 
ilessiiH fill plan, rl roininr nrf{ativr rrllr qni fait passtu’ di* la rfialriir 
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au-dessous clu plan. La somme de toutes les actions partielles qui 
s exercent a travers le cercle o>, c’est-a-dire la somme de toutes les 
quantites de chaleur qui, traversant un point quelconque de ce cercle, 
passent de la partie du solide qui est inferieure au plan dans la partie 
superieure, compose le flux dont il faiit trouver I’expression. 

II est facile de concevoir que ce flux ne doit pas etre le meme dans 
toute I’etendue du solide et que, si, en un autre point m', on tra^ait 
un cercle horizontal oj' egal au precedent, les deux quantites de cha- 
leur qui s’elevent au-dessus de ces plans w et o>', pendant le meme in- 
stant, pourraient n’etre point egales; ces quantites sont comparables 
entre elles et leurs rapports sont des nombres que I’on peut facilement 
determiner. 

97 . 

Nous connaissons deja la valeur du flux constant pour le cas du 
raouvement lineaire et uniforme; ainsi, dans un solide compris entre 
deux plans horizontaux infinis dont I’un est entretenu a la tempera- 
ture a et I’autre a la temperature b, le flux de chaleur est le meme 
pour chaque partie de la masse; on peut le considerer comme ayant 
lieu dans le sens vertical seulement. Sa valeur correspondante a I’unite 

de surface et a runite de temps est ? e designant la distance 

perpendiculairc des deux plans et K la conducibilite specifique; les 
temperatures des differents points du solide sont exprimees par I’equa- 
tion 

a — b 

K'zzz a z. 

e 

Lorsqu’il s’agit d’un solide compris entre six plans rectangulaires 
paralleles deux a deux, et I orsque les temperatures des differents points 
sont exprimees par I’equation lineaire 

A. + ax + by cz, 

la propagation a lieu en meme temps selon les trois directions des a-, 
des y et des z; la quantite de chaleur qui s’ecoule a travers une por- 
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lion (l(‘((‘rniiiu‘.c (run [)lan [)ai‘allM(‘ a (‘(‘Ini dcs .rr (‘sl la nnnin' dans 
lon((‘ l\‘((‘ndn(Mlu prisnu'; sa vahnir (‘orn‘S|MHidan{(‘ a I'unilo (h* snr- 
rao(* ('! ii runilo d<‘ ((‘inps (‘sl oK; (dlo (*st /4\ dans li* s(‘ns d(‘s v, 
(‘I r/K dans (adni d(‘s .r. 

l^n f»(Mnn*al, la valtnir dn lln\ V(‘rli(‘aL dans l(‘s dt*n\ «’as (|nc* Ton 
vitnil, d(^ ciLn', in* d('‘|)(‘nd (|U(‘ dn (‘(ndVK’iinil d(‘ .. (‘I d(‘ la (’undncilnlilo 

s|)('‘(‘i(i([U(‘ K; (‘(‘tl(‘ vaLnu’ (‘s( lonjnnrs of;al<‘ ii K • 

L’(‘X|)r(‘ssion d(‘ la ([nanlil('‘ d(‘ oliahnir qui, [Hnidan! I’inslanl di, 
s’o(‘oul(‘a (laiViM's nn (‘(‘roh' hori/.onlat iniininnnil dunt la surfa(n* 

(^sl (.), ('I |>ass(‘ ainsi d(^ la parli(‘ dn solidt* (fui (‘sl inloritMiro an jdan dn 
(‘(*iad(‘ dans la |nn‘(i(‘ sn|nnM(MU'(‘ (‘s(, [)onr \vs dtoix cas dcnil il s'afjiL 

K'f'ow//. 

1 ) 8 . 

11 (‘sl also inainlcnant do {^(‘UcraliscM’ rt* rd'^nllat rl dr rrcauuntif r<‘ 
(|iril a li(*n, (pud (pn* soil h* inonvtnntnil \arir dr la rlndriir rNpi'inir 
par ro(piati(ni 

r L r \ f i, 

lui (‘do! » d(‘si.; 4 ;nons [)ar.r\ 3’lt*s r(Mnai(Hint*rs dn pmnl //«? rt pari 
sa ((‘inporal un^ aidnrlhn Soiind .r' ^ \ ’ t, ;* .. Ir . i iHtiaiiniino^s 

(1*00 pnini p. inlininonil \oisiu dn poiul /// rl drill la trinprralnrr rst h : 

r,, *C soul d(‘S (pnuUilrs tnlininu’nl piOitrs. ajnulri'N anx i nrrduHiu^rs 
i'% r\ s'; (‘11{‘S d^‘l(n‘niint‘n{ la posilirii drs nndrrnL*^ intianuinil un 
siiu‘s do point w, par rap|)orl a Inns a\t*s n*rtan;:il!ai ton dnil Frii 
^incMxst (‘ 0 /// (’{ (pii scM’aitMil parallidixs an\ a\r-s d(*s jx dt**^ _i #i dr-^ 

Kn dillVnand iani Tidpiat inn 

I F I , I , . . / 

rt nnnplac’ani hxs difirnnitiidhxs par ;» r., *C. no anra» [miir rxpninrr Li 
vahnir dcMripii rcpiivant a r i (h\ i’tnpialinn linrairr 

, (h‘ . 
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les coefficients c', sontdes fonctions de j, / dans les- 

quelles on a mis pour x, y, z les valeurs donnees et constantes x', y', 
qui conviennent au point 

Supposons que le meme point 772 appartienne aussi a un solide coni- 
piis entre six plans rectangulaires, que les temperatures actuelles des 
points de ce prisme qui a des dimensions tinies soient exprimees par 
I’equation lineaire 

(p = A H- - 4 - 6 vn- c^, 


et que les molecules placees sur les faces qui terminent le solide soient 
retenucs par une cause exterieure a la temperature qui leur est assi- 
gnee par I’equation lineaire; ‘C sont les coordonnees rectangulaires 
d’une molecule du prisme, dont la temperature est ly, et qui est rap- 
portee aux trois axes dont I’origine est en m. 

Cela pose, si Ton prend pour valeurs des coefficients constants A, a, 
h, c, qui entrent dans I’equation relative au prisme, les quantites c', 

^ apparticnnent a I’equation differentielle, I’etat du 
prisme exprime par I’equation 


tr : 




dx 


coincidera, le plus qu’il est possible, avec I’etat du solide; c’est-a-dire 
que toutes les molecules infiniment voisines du point m auront la 
memo temperature, soitqu’on les considere dans le solide ou dans le 
prisme. Cette coincidence du solide et du prisme est entierement ana- 
logue a celle des surfaces courbes avec les plans qui les touchent. 

II est evident, d’apres cela, que la quantite de chaleur qui s’ecoule 
dans le solide a travers le cercle w, pendant I’instant dt, est la meine 
que celle qui s’ecoule dans le prisme a travers le meme cercle; car 
tou tes les molecules dont Taction concourt a Tun ct a Tautre effet ont 
la meme temperature dans les deux solides. Done le flux dont il s’agit 
a pour expression, dans Tun et Tautre solide, — II serait 

— si le cercle w dont le centre estm etait perpendiculaire a 
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I’axc ( 1 ('H y, (*(. Ky_(oc// si <•('; (•('I'ch' ('“(ait |i(‘i'|)(Mi(li('iilaiiv ii I’axc 
(l(‘s ,r. 

La val(Mit' <lii lliix Ton viciil do <lo((‘riuiii(‘i’ vario daas !(> soli(l(‘ 
il’uii poiiil a nil ailin', I'l olio varii' aiissi avi'o !<' loitips. On puiin-ail 
omioi'voir (jii’olh' a, dans tons li's poiiils do rmtilo di' snrf’aoo, la iiioino 
vali'iii' ([u’au point /// c'l ([n’l'lli* coiisorvo oollo valour poiulanl rnnilo 

do loiiips; a lot's h' 11 nx sorail oxpriind par I'orail K 

dans !(' sons dos v' ol K dansoolni dos .r. Nons oinployous ordi- 
■ (l.r ‘ 

naironiont dans lo oalonl oollo valour <ln llnx ainsi rapportoo ii rnnilo 
do loinps ol a rnnilo do surl'aoo. 


1 ) 9 . 

(!(' llioori'ino sort, on {’■ondral, ii inosnror la yiti'ssr avi'o laqiiollo la 
olialonr tond ii Iravorsor nn point donno d’nu [dan. siiiio d’lmi- nianii'ro 
qnoloonijiio dans I’inlorionr d'nn solido doni los loniporatnros \arionl 
avoo lo loinps. 11 I'anl, par lo point donno //i, olcvcr iiiio porpoiidion- 
lairo sni' lo plan ol olowr on oliaipio point tlo oollo porpoinlionlairo dos 
ordoimoos ipii roprdsonloni los lomporainri's aoliioll. s do so, dilii* 
ronis pidnts. On rorinora ainsi nno oonrlio piano dnnl I'axo dos alo 
soi.ssos osl la porpondi<'nlairo. I, a llnx ion di* rordonnoo do ni !,• iniirlio, 
ijni ro|)ond an point w/, i'lant priso avoi- nn si;;no oonlratio, ovprinio 
la vitosso avoo laipiolli* la olialonr so porto an ilol.i dn pl.iu. thi sail 
quo oollo llnxion do I’ordonnoo osl la lan;.:onlo lio I'aioalo 11111110 par 
roloinonl do la oonrlio avoo la paralli'lo aii\ alis.-issos. 

la' rdsnilal quo I'on vioni d’oxposor osl oolni dont mi tail lo, .ipph 
oal ions los plus I roquon los dans la 1 lioorio 1 li' la oha lonr. On no poti I on 
traitor li'S dilloronlos ijiiostions sans so idrinor nno nloo Uo , ovaoto d<- 
la valour dn llnx on olnnpio point irun oorjts dont lo, tonipor.,tiiri-s 
soul varialdos. 11 ost ndoo.ssairo d’insislor stir oollo noUnu rMudanioa 
lain; roxonqdo quo nons allous i'ap|iortor iudiqnora pins ol.iuoniont 
I’lisago quo run on (ait dans lo oalonl. 



CHAPITRE I. ~ INTRODUCTION. 


81 


100 . 

Supposons que les differents points d’une masse cubiqiie, dont le 
cote est Tz, aient actuellement des temperatures inegales, representees 
par I’equation 

zn: COS^ COS/ COS^. 

Les coordonnees x, y, z sont mesurees sur trois axes rectangulaires, 
dont I’origine est au centre du cube et qui sont perpendiculaires aux 
faces. Les points de la surface exterieure du solide ont actuellement la 
temperature o, et Ton suppose aussi que des causes exterieures con- 
servent a tous ces points leur temperature actuelle o. D’apres cette 
hypothese, le corps se refroidira de plus en plus; tous les points situes 
dans I’interieur de la masse auront des temperatures variables et, 
apres iin temps infini, ils acquerront tous la temperature o de la sur- 
face. 

Or nous demontrerons par la suite que I’elat variable de ce solide 
est exprime par I’equation 

(’ ^ e~«‘- COS.* cos j cos s ; 

3 Iv 

le coefficient g est egal a K est la conducibilite specifique de la 
substance dont le solide est forme, D est la deusite et C la chaleur spe- 
cifique; t est le temps ecoule. 

Nous supposons ici que Ton admet la verite de cette equation, et 
nous allons examiner I’usage que Ton en doit faire pour trouver la 
quantite de chaleur qui traverse un plan donne, parallMe a Tun des 
plans rectangulaires. 

Si, par le point m dont les coordonnees sont x,y, z, on mene un 
plan perpendiculaire aux z, on trouvera, d’apres I’article precedent, 
que la valeur du flux en ce point et a travers le plan est 

— ou cos^ cos r sins. 

La quantite de chaleur qui traverse, pendant I instant dt, un rec- 
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11 suit de la que, pour trouver la quantile dont la chaleur du solide 
SLirpasse, apres le temps celle qu’il contiendrait a la temperature o, 
il faut prendre Tintegrale multiple J f J dx dy ch entre les limites 

= r^-iTT, J— Itt; ^ = 

On trouve ainsi, en inettant pour e sa valeur, savoir 

COS^ COSJ COSv, 

(jue I’exces de la chaleur actuelle sur celle qui convient a la tempera- 
ture o est 8CD(i — e~^‘) oil, apres un temps infini, 8CD, comme on I'a 
trouve precedeniment. 

Nous avons expose, dans cettc Introduction, tous les elements qu’il 
est necessaire de connaitre pour resoudre les diverses questions rela- 
tives ail mouvement de la chaleur dans les corps solides, et nous avons 
donne des applications de ces principes afin de montrer la maniere de 
les employer dans le calcul; I’usage le plus important que Ton en 
puisse fairc est d’en deduire les equations generates de la propagation 
de la chaleur, ce qui estl’ohjet du Chapitre suivant. 



CHAPITRE II. 


Equations du mouvement de la chaleur. 


SECTION ]. 

fiQUATIO.V Dli .HOUVE>IE.\T VA«lE DE LA CHALEUR DANS UNE ARMILLE. 

lOJ. 

On poui’rait former les equations generales qui represcntent le moii- 
vement cle la chaleur dans les corps solidcs d’une figure quelconquo 
et les appliquer aux cas particuliers. Mais cette niethode cntrainc quel- 
qiiefois des calciils assez cotnpliques quo Ton pent facileinent e-viter. 
II y a plusieurs de ces questions qu’il est preferable de trailer d’une 
nianiere speciale en exprimant les conditions qui lour sont propres. 
Nous aliens siiivre cette marclie et examiner scpareinent les questions 
que I’on a enoncees dans la Section 1 de I’Introduction ; nous nous 
hornerons d’abord a former les equations dillerontielles, et nous mi 
donnerons les integrales dans les Chapitres suivants. 

m. 

On a deja considere le mouvement uniforme de la chaleur dans uae 
barre prismatique d’une petite epaisseur et dont rextremile est plongee 
dans une source constante de chaleur. Ce premier cas ne presentait 
aucune difficulte, parce qu’il ne se rapporte qu’a I’etat permanent des 
temperatures et que I’equation qui Texprime s’integre facileinent. La 
question suivante exige im examen plus approfondi; ellc a pourobjet 
de determiner I’etat variable d’un anneau solide dont les dillerents 
points ont regu des temperatures initiates entierement arbitraires. 
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L’anneau solide ou armille est engendre par la revolution d’une 
section rectangulaire autour d’un axe perpendiculaire au plan de 
I’anneau {fig- 3); / est le perimetre de la section dont S est la sur- 
face, le coefficient A mesure la conducibilite exterieure, K la condu- 
cibilite proprc, C la capacite specifique de chaleur, D la densite. La 
ligne oxx'x" represente la circonference moyenne de rarmille, ou celle 
qiii passe par les centres de figure de toutes les sections; la distance 
d’line section a I’origine o est mesuree par I’arc dont la longueur 
est .r; R est le rayon de la circonference moyenne. 


Fig. 3. 



On suppose qu’ii raison des petites dimensions et de la forme de la 
section on puisse regarder comme egales les temperatures des dif- 
ferents points d’nne meme section. 


103. 

Concevons quo I'oii donne actuellement aux differentes tranches dc 
raniiillo des temperatures initiales arbitraires, et que ce solide soit 
ensuite expose a fair, qui conserve la temperature o et qui est deplace 
avec une vitcsse constante; le systeme des temperatures variera conti- 
miellement; la chaleur se propagera dans I’anneau et elle se dissipera 
par la surface : on demande quel sera I’etat du solide dans un instant. 

domic. 

Soil 0 la temperature que la section placee a la distance x aura 
acquise apres le temps ecoule f, c est une certaine fonction de a? et 
de L, dans laqiielle doivent entrer aussi toutes les temperatures tni- 
tiales; e’est cettc fonction qu’ii s’agit de decouvrir. 
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lOi. 

On (‘onsi(lrr(‘ra l(‘ niouvaMiunit (h^ la nhahMU’ dans nui* lr*iiH-lin inti* 
|)(‘(il<‘, cnmiHiSi' (Milrt* unr sectifui plarrn ii la ilisl.iina* i i*t tnii* 
aiiha* snclion plat'rr h la dislaiu'n.r f r/i\ l/ntat dr rrtir iraiirln* jtrii* 
dan! la durri' d’un inslant (\sl ridui ddui sidid«‘ inliiu «|iir li‘riiiiiiri$l 
d(‘ux plans parallidrs rrltnuis l\ d(‘s ((‘inprratnrrs inivyalrH: atiisi la 
([uanlitr (l(‘ rlialrnr (jui s'(‘n*nidr prudant rrl instant #// a lra%iT^ la 
pnnniina' S(‘r(inn, (d passt* ainsi dr la part ir du sidnir ijni pna t ilr 
la lranrlu‘ dans r(dt(^ Iranrln* rlh^-undnr. rst inrsnri*t‘, d'aprrs 
pr'inrip(\s rtahlis dans rinlrodurlinn, par Ir prudiuf ih* ijUalif farlrnsrs, 
savoir la (amdindhililr K, Tain* (1(‘ la s(*rfiuii S. Ir rappiMl rt la 
dnrr(‘ d(^ rinslani ; (dl(‘ a ponr r\[»rt‘Nsion KS Jt , Duiu rfiiia.iilri” 
la <|nanli(r d(‘ (‘hahnii' ([ui snrl dr la mrinr traindir a tra\t‘i s !a »»iii|r 
siM’linn rt passe* dans la partir rniili^in* dtt ^«dnlr. il iauf snili nii iii 
rhan|»(*r .r cm .r ! c/.r dans rc‘\prt‘ssinn priM rdrntr nn. i «* tjni * 4 la 
rnrmc* (‘ln)S(*» ajtnitcn* it rcdlc* c'xprc'ssinn sa diflrrmln llr pi t r pai i.ip 
pnid il .r : ainsi la (ranriir renmit par luu* di* srs lai'rs nnr ijiiaiiiilr »|i* 
(dialcmr c*}*'al(* ii KS nt penal par la larr upjiusrr 11111* «lr 

(dialenir e*\prinnn* par KS KS #/.f #//, Idtr a» ijnin t dmi* , 

il raisnn de* sa pnsitinn, eineMpiantitr dr rhalrnr r-air a la i!it!rt*nii i 
(1<‘S (ItMix (|ii;uiliti'‘s iHMM’tMlciih'S. (Iiii rsl KS ' ' </t t/f. 

‘ * iIj 

I) nil atiliM* cole, ciih* nii'inc traiii'lit', ilnal la Hiulari' rxlnii iiii- I '.l 
/drvl (loiil la tciiijx'ral iiri' diiriTc inliniiuciil |h'ii dr » . <•. li.tj.ja i 

dans I'air, pcndanl I’inslanl d/, niif (jtiaiililr dc i lialmr « ijinv.i!< ult- i 
hU'd.vdt-, il suit dc lii (|ucccltc panic iiitiiiiuiciil pi lifi- dii •> < d i 1 1 1 lilt) 
S('1'VC, cn (dlcK line ijuanlilc dc chalciir rcprcscnlcc p.ii 

r 

KS tij'di hivfit fit 

(I t ^ 

ct (|ui (ait variersa temperature. Il liuil examiner ipn ll.* i-n |., ,pj,,,,iii. 

dc ce changeinent. 
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105 . 

Le coefficient C exprime ce qu’il faut de chaleurpour eleverl’unite 
de poids de la substance dont il s’agit depuis la temperature o jiisqu’a 
la temperature t ; par consequent, en multipliant Ic volume Sdx de la 
tranche infminient petite par la densite D, pour connaitre son poids, 
et par la capacite specifique de chaleur C, on aura CDS r/a;, pour la 
quanlite de chaleur qui eleverait le volume de la tranche depuis la 
temperature o jusqu’a la temperature- 1. Done I’accroissement de la 
temperature qui rcsultc de I’addition d’une quantite de chaleur egale 
a KS -^jlxdt — hlvdxdt se trouvera en divisant cette derniere quan- 
tite par CDSf/a?. Done, en designant selon I’usagepar I’accrois- 

sement de temperature qui a lieu pendant I’instant^^t, on aura I’equa- 
tion 

K 6”-^ hi 

^ ' dt~ Cl) dx^- CDS 

Nous expliquerons par la suite I’usage que Ton doit faire de cette 
equation pour en deduire une solution complete, et e’est en cela que 
consiste la difficulte de la question; nous nous bornerons ici a une 
remarque qui concerne I’ctat permanent de I’annille. 

106 . 

Supposons que, le plan de I’anneau etant horizontal, on place au-des- 
sous de clivers points m, n,p,q, ... des foyers de clialeurdont chacun 
exerce une action constaiite; la chaleur se propagera dans le solideet, 
celle qui sc dissipe par la surface etant incessamment reniplacee par 
celle qui emane des foyers, la temperature de chaque section du solide 
s’approchera de plus en plus d’une valeur stationnaire qui varie d’une 
section a Tautre. Pour expVimer, au moyen de I’equation [h), la loi de 
ces clernieres temperatures qui subsisteraient d’elles-m ernes si elles 
etaient etablies, il faut supposer que la quantite r ne varie point par 
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rapport a t, ce qui rend nul le terme On aura ainsi 1 e({iiatioii 

(Pv _ hi 

d’ou Ton deduit par I’integration 

/*£ + r i/iZ 

(’ = Me •’"VKS^.Ne ' 

M et N etant les deux constantes. 

107. 

Supposons qu’une portion de la circonferencc do I’aniK^an, placoe 
entre deux foyers consecutifs, soit divisee cn parties egales; (l('signons 
par e,, V 3 , ... les temperatures des points de division doni les 

distances a I’origine sont x^, x.,, x.^, x,,, ...; la relation (iiitia* e et .r 
sera donneepar I’equation precedente,apres (jue Ton aura det(U‘iuin(! les 
deux constantes au moyendes deux valeurs de e qui conasspondeiil aux 

- v/1 

foyers. Designant par oc la quantite e ''■‘’et par 1 la distaiua; .x.^- Xf 
de deux points de division consecutifs, on aura les 6 (| nations 

(>j = M a^i -1- N , 

(’2 — Ma^a^t H- 

(>3 = M a-^a*> -h N a ~^> ; 

d’ou Ton tire la relation suivante : 

= oc''-l- a 

On trouverait un resultat semblable pour les trois points dont les tem- 
peratures sont e,, Vj, Vj,, et en general pour trois points consfuuitifs. II 
suit de la que, si I’on observait les temperatures e,, O;,, 03 , . . . de 

plusieurs points successifs, tons places entre les deux niemcs foyers ni 
etn et separes par un intervalle constant 1 , on reconnaitrail (pie trois 
temperatures consecutives quelconques sont toujours telles (pie la 
somme de deux extremes, divisee par la moyenne, donne un quotient 
constant -h or'*'. 
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J08. 

Si, (Ians I’espace compris entre deux autrcs foyers n et p, (m obser- 
vait les temperatures de divers autres points separes par le ineme 
intervalle \ on troiiverait encore que, pour trois points consecutifs 
qiielconques, la somnie des deux temperatures extremes, diviste par 
la moyenne, donne le meme quotient La valeur de ce quotient 

ne depend ni de la position ni de I’intensite des foyers. 

109. 

Suit (j cette valeur constante, on aura I’equation 

on voit par la que, lorsque la circonference est divisee en parties 
(igales, les temperatures des points de division compris entre deux 
foyers consecutifs soiit representees par les termes d’une serie recur- 
rente dont I’eclielle de relation est composee de deux termes q ai — \ . 

Les expciriences ont plcinement confirme ce resultat. Nous avons 
(‘xpc)S (3 iin anneau nu'dallique a Taction permanente et simultanee de 
divers foyers (h chaleur et rmus avons observe les temperatures sta- 
tionnaires de plusieurs points separ(3s par un intervalle constant; nous 
avons t(rujours reconnu que les temperatures de trois points conse- 
cutifs quelconques, non separes par un foyer, avaient entre elles la 
relation dont il s’agit. Soit que Ton multiplie les foyers, et de quelque 
maniere qu’on les dispose, on ne pent apporter aucun changenoent a 

la valeur numerique du quotient il ne depend que des dimen- 
sions ou de la nature de Tanneau, et non de la maniere dont ce solid(‘ 
est ecluudfe. 

110 . 

Lorsqu’on a trouve par Tobservation la valeur du quotient constant q 

oil on en conclut la valeur de «, au rnoyen de Tequation 

1 ’ ^ 


F, 


a}' 4 - q. 


12 
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(](‘U,(‘ ([uanl.il.o ('‘tanl. tui rn la x.ilnir liii i'„i|ijiiir 

^ ([(U (‘sl I)(’\si^nanl y' |iar »*s hji aiiiM 

V'M 1 

L iiiK' (l(‘s ra(*iii<‘s de (‘(dit* (‘(jtiafttHi <*>1 ■/“. t‘l raiilrr im* liir « j » ■ ; 

aiiisi 1(‘ rapport <!<*s dfoiv iaindiKdtiihti'H fminr ni imilli jdi.itil jMi 

l(‘ r.aiaa^ do lo<»‘ari(linN‘ li\ pi‘rlMdi<|iM‘ dt‘ I’liur ipif!* MHtjiir dr , i n m* 
dr I (M[tia(i(Hi (•>’■* t/u) f i o el di\isant h' jiiHdiiif jni 


si‘:i:rio\ ii 

i';(^)i'vnoN IK \ioi\iaiiNr viui: i»{ t\ t tui n ti kw-., i \t -.mh* 


lit. 

l ii(‘ masse sdlidc Ixtiiiu'^fne i|<- liHuii' Hjili. n.in.'. .am) , |. 

[X'lidaiil iin leiiips iiitiiii dans itti milieu ml r. l. un .1 I,. (. m j.. 1 tiin ■ 
IM'niiammIe 1 , i‘sl ensnile e\|insi'i' a I'air iim < mi i i l,i 1. lujt 1 dm, 
el (|iii esi depiaeeavee line xiirssn e.nisf utle ; il u ,i. t nn ih 
les (‘lals sneeessif's dti enr|is |imd.ui( l.mi,- 1 ., .lu,... .j,, 
seimml. 

On desi}4:iie par ,r 1 ;, dislam-e d’nn p..,ni .ju. l, „,i , . ,n. i. 

la sphere, |»ar e la limiperat tin- de mmi.- p.Mul ..pi. , u,, 1, „,j. 
remile /; on suppose, pour rendre la .jn.-de.,, pl„ . , 

l<‘mperatiire iniliaie, eommnne a i.nis |,-. puuil. .|m ..,.1 p!., . . 

dislanee du eenire. esI dillVrenle pour I. ■, d.lh r. oi. , .,, 1 . 

'■ rs( ee (|ni aiirail lieu si rimniersion ue dm .il p.oof mi 1. mp 
lavs poinis dll solide. e-ialemeiit dis|.,uls du .mii. . a, .. 

I'oi"! <l’avoir line lemperature eommnne; a.i.s. , . , 

H < 1 <‘ /. laiivsipron suppose / ,| ..s( ne..-ssa,.. .po , 

‘•ntte loueliou eouvienne i. IVlat initial .,,.1 es, doom . , 1 .p,, . , . m , 
remeiit arhitraire. 


ui Ih 

' I I m 
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112 . 

On coiisiderera le mouvemcnt instantaiie de la chaleur dans unc 
couclie infiniineiit pen epaisse, terminee par les deux surfaces sphe- 
riqiies dont les rayons sout x et x-\-dx' : la cpiantite de elialeur qui, 
pendant un instant infiniment petit dt, traverse la moindre surface 
dont le rayon cst .r, et passe ainsi de la partie du solide qui est plus 
voisinc du centre dans la couche splieriqiie, est egale au produit de 
quatre factcurs qui sont la conducibilite K, la duree dt, I’etendue 4-.r- 

de la surface, et le rapport ^ pris avec un signe contraive; elle est 
expriinee par 

— -i K TT.r- 4— 

l*our coiiuaitre la (fuantite de chaleur qui s’ecoule pendant le nuune 
instant par la socondo surface de. la meme couche, et passe de cette 
coiiche dans la partie du solide cpii renveloppo, il faut changer, dans 
Texpression precedente, .r on ;v -{- dx, c’esl-a-dire ajouter au terine 
— 'i K-.r- la diderontielle do ce tenne prise par rapport a x. On 
Irouve ainsi 

— 4 K-.r^ <n -- 4 Iv- ( .e^- clxdl, 

pour roxpression de la quantite de chaleur qui sort de la couclu'. sphe- 
rique eu traversant sa seconde surface; et, si Ton retranclie cette quan- 
tile de cello, qui entre par la premiere surface, on aura 

Uetto diiferciice cst evidemment la quantite do chaleur qui s’aecuniulc 
dans la coiudie iuterinediaire, ct dont I’elfet estde faire varier sa tem- 
pera tui*e. 

113 . 

J.e cocfticient C desiguc ce qu’il faut de chaleur pour clever de la 
temperature o a la temperature i un poids determine qui sert d unite; 
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I) est le poids do Tunito do voluino; (U ost lo viduino do la 

couche intermcdiairo ou n’on di(Ii'i*o ([iio d mio (niaiilili* <|iii doil oiro 
omise : done /|-(]l).rV/.r ost la (inandto do (diuloiir uooossairo ponr 
porter la trancdio intcrmodiaiia^ <lo la t<Mnporaluro o a la loinpora- 
tnre I. II I’audra par consd([uoiit divistM* la <|uaMtilo do ohaloiir <(ui 

s’accumule dans cotto couche par /i-Cdl.o-^/.r, o( Ion (roiivora 1 ao- 


croissoinent dc si 

1 tempcnitiu'd r [xindaiit 1 instaiU 

ainsi requation 

(h - 

K , r () ( .a \ 

" (li) ^ ' ./•“ ()j' \ ^ 

on 



(e) 


K i'{Pc ■>. . 

'<H 

Cl) lu.o- '■ .0 ,).r ' 


L’d([uation prcciuh'.ntc' roprosonto la loi dn luoinoiuont do la oha- 
lour dans rinteriour dii solido; inais los loiiipoi'aturos do- pniiil’s ilo la 
siudaco sent (Micoia' assnj(‘tli(‘s a iiiu' ooiiditioii partioulioro i|tril I'sl 
nd(‘ossair(( d’('xprirn('r. 

Colter (unidition r(daliv(^ ii I’olat do la snriaoo pout \arior -.idon ia 
nature des qiu'stions (|ue Ton (railo: on ponrraif Mippo'.or, par 
(‘xeinple, (pi’apres avoir oohaidre la sphln'o ot dloio fonlo^ son undo 
enhis a la hunperatnre (hi I’ean houillanie, on o[)i‘ro lo rorroidissoinoiit 
('ll donnanta tons les points de ia snriaeo la loiiiporaluro i> ot los roto- 
nant ii eette tenqn'iratiire p;ir nno ojuiso oxtc'rionro iiuoloomjuo. Dans 
oe eas, on ponrrait coneevidr ([iie la sjilii*re doni on \oiil dotorininor 
Ih'itat varialde (!st convene (I’nin' onvelo[»po, oxlnniioinont pen opaiss,-. 
snr liuptellc la cause du relVoidissi'nient oxeroo son aotion. (in suppft 
serait : 1“ ((ue eette enveloppe inlinimont ininoo osl adhori'oto an 
solide, (ju’elle est de la nuune sidistaneo quo ltd, o( qu'ollo on fait 
panic, coiame les iintres [lortions de la masse; quo tontos los 
molecules de renveloppe sont assnjetties ii la loinptTaliiro (• |iar nno 
cause toujours agissanle qni emp(''che (pn' o('tto tomporalnro puisso 



93 


CHAPITRE Jl. - EQUATIONS DIFFEBENTIELLES. 

t'tre jamais au-dessus ou au-dessous de o. Pour exprimer cette nieme 
condition dans le calcul, on doit assujettir la fonction v, qui contient 
a; et t, a clevenir iiulle lorsqu’on donno a a; sa valeiir totale X egale au 
rayon de la sphere, quelle que soit d’ailleurs la xalenr de t. On aurait 
done, dans cette hypothese, en designant par <o{x, t) la fonction de . 1 - 
et t qui doit donner la valeur dej’, les deux equations 

9i’ K 2 di’ \ 

Ot CI3 \c).c- X dxj’ 

9(X, 0 = 0 ; 

de plus, il fant que I’etat initial soit represente par cette meine fonc- 
tion \ on aura done, pour seconde condition, 

o) = 1 . 

Ainsi I’etat variable d’line sphere solidc, dans la premiere hypothese 
que nous avons decrite, sera represente par une fonction e, qui doit 
satisfaire aux trois equations precedentes. La premiere est generale et 
convient a chaque instant a tons les points de la masse; la seconde 
aflecte les seules molecules de la surface et la troisibme n’appartient 
qu’a I’etat initial. 

115. 

Si le solide se refroidit dans Pair, la seconde equation est ditle- 
rentc; il faut alors concevoir que I’enveloppe extremement mince est 
retenue, par une cause exterieure, dans iin etat propre a fairc sortir a 
chaque instant de la sphere une quantite de chaleur egale acelle que 
la presence du milieu peut lui enlever. 

Or la quantite de chaleur qui, pendant la duree d’un instant inti- 
niinent petit s’ecoule dans I’interieur du solide, a travers la surface 

spherique placee a la distance x, est egale a — ’ 6t cette 

expression generale est applicable a toutes les valeurs dea;. Ainsi, en 
y supposant x = X, on connaitra la quantite de chaleur qui, dans 1 etat 
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variable' do la spliere, passerait a travers I’eiiveloppc oxtrememcnl 
mince qiii la termine; d’lin aiitro cote, la surface <‘xterieure clu soliele 
avant une temperature-variable, que nous designerons par V, laissorait 
odiapper clans Tair une quantite de clialeur proportioiinolh^ a crtle- 
teinpd-ature et a rdenduo de la surface, qui est Cette quantilfi a 

pour valeiir 4^^ 

Pour expriiiier, comiiie on le supposes ([uo 1 acliou di^ 1 envelop |)o 
reiiiplace a cliaqiie instant cello qui resullcrail la pia^sinn'o dii 
inilieii, il siiffit d’egaler la quantite c/l a la valour qu(‘ 

recoil Texpression K — 4 lorsqu’on donin^ a ;r sa valour 
totaled; et Ton obtient par la requation = ■— <|ui doit avoir 
lien lorsqiie dans les fonctious et e on mol, an li(‘ii (l(‘ .r‘, sa valour X, 
1*0 que Ton designera en ecrivani 

K. -r // \ — 


11 B. 

II faut done que la valeur de —> prise l()rs(|iic :r~= X, nit un rappoi'l 

constant — ^avec la valeur de rqui repond au inenie point. Ainsi I’on 
supposera que la cause exterieiire du rcIVoidissc'iiirul (Idtcu-iniiK^ loii- 
jours I’etat de I’enveloppe extremenient iniiice, I'li sorle epu^ la valeur 

do qui resulte de cet etat soil proportionned b*. a la vab'iir d(( r coi'- 

1‘cspondante aa? = X, etque le rapport constant dc; res dcaix quantiles 

soil — Cette condition etant reniplie au inoycn (rune cause Uiujours 

presente, qui s’oppose a ce que la valour extroine de soil autre (pie 

— ^r, faction de I’enveloppe tieudra lieu de cclle die fair. 

II n’est point necessaire de supposer que f envelop^x; (‘xlcrieurc soi ( 
extremenient mince et fon verra par la suite qu’elle pourrait avoir 
une epaisseur indefiiiie. On considere ici cette epaisseur coinine inti- 
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nimcnt petite, pour ne fixer rattention que sur I’etat de la snperficic 
(III solide. 

117 . 

II suit de la que les trois equations qui doivent determiner la I'one- 
tion 9(.r, l) on r sent les suivantes : 

K / ()->' 2 ()v\ 

()l (]1) .r Ok J’ 

1 dV ,,, 

^ 4“ V — o, o( .r, o) ™ I . 

La premiere a lieu pour toutos les valeiirs possibles de .r et de /; la 
soconde est satisfaite lors((ue a; = 'X, quelle que soit la valeur de/; (U 
la Iroi.sienie est satisfaite pour t — o, quelle que soit la valeur de .r. 

On pourrait supposer que, dans I’ctat initial, toutes les eoiiehes 
splieriquos u’ont pas une memo temperature ; e’est ce qui arrive neces- 
sairement, si Ton ne coneoit pas (pie I’irnmersion ait durf' un temps 
infini. Dans ce cas, qui est plus general que le precedent, on repre- 
seulera par F(.r) la fonction donnee, qui exprime la tempijrature iiii- 
tialo des mobicules placeics a la distance x da centre de la sphere; on 
reinplaccra alors la troisieine equation par celle-ci 

t/(,r,o) F(.r). 

11 lie roste plus qu’uue question pureinent analytique doiiton don- 
nera la solution dans run des Chapitres suivants. Elle consiste a 
Irouvcr la valeur de r, au moyen de la condition generale et des deux 
cunditions particulieres auxipielles elle est assujettie. 

SKUTION 111. 

filJlIXTIO.NS DU .nOUVHVIE.'IT V.VItIf; J)E LA. CIIALKUR DANS i:.N CVI.I.NDRB SOLIDE. 

118 . 

Lin cylindre solide, d’une longueur intinie, et dent le cbtd est per- 
[lendieulaire a la base circulairc, ayant etd entierement plonge dans 
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an liquide dont la tempmture est uniforme, s’est echaufTd successi- 
vement, en sorte qiie tous les points egalement eloign es dc Taxe oiil 
acquis la meme temperature; on I’expose ensuite a un courant <1 air 
pliis froicl ; il s’agit de determiner les temperatures clos dillcrontos 
couches, apres un temps donne. 

•r designe le rayon d’une surface cylindrique dont tons les points 
sont egalement distants de I’axe; X est le rayon du cylindre; c est la 
temperature que les points du solide, situes a la distance .r de Taxis 
doivent avoir, apres qu’il s’est ecoule, depuis le commencement du 
refroidisseinent, un temps designe par t. Ainsi e est line fonetion do .r 
et de t\ et, si Ton y fait t = o, il est necessaire que la function de a*, 
qui en provienclra, satisfasse a Tetat initial qui est arhilraire. 

■119. 

On considerera le mouvement de la clialeur dans une |)ortion inli- 
niraent peu epaisse du cylindre, comprise entre la surface dont le 
rayon est x et cellc dont le rayon est .r Jx. La qnantite dii elialeur 
(|ue eette portion recoil, pendant Tinstant dt, de la partii' du , solide 
qu’elle enveloppe, c’est-ii-dire la quantile qui traverse pendant ce 
meme temps la surface cylindrique dont le rayon est .r, (0, ii laipielli' 
nous supposons une longueur egale a Tunitd, a pour lixpressioii 

— trouver la quantile de chaleur qui, trave.rsaut la 

seeonde surface dont le rayon est x -^dx, passe de. la e.<)ueh(‘ inlini- 
ment peu epaisse dans la partie du solide qui Tenveloppe, il faiit, dans 
1 expression precedente, changer a? en x dx, ou, cc! ijiii est la ineun^ 
chose, ajouter au terme ~ 2 Kt:x ^d( la diherentielle de c.e lermi', 
prise par rapport a x. Done la difference de la chaleur reijue a la cha- 
leur perdue ou la quantile de chaleur qui, s’accurnulant dans la coiichi’ 
infmiment petite, determine les changeinents de temperatiiri^, est cello 
meme differentielle, prise avec un signe contrairc, ou 
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d’un auti’e cote, le volume de cette couche intermediaire est znxdr 
et 9.CDTvxdx exprime ce qu’il faiit de chaleur pour I’elever de la tem- 
perature 0 a la temperature i, C etant la chaleur specifique, et D la 
densite; done le quotient 


2 Krt dt ■ 


di’'' 


d.£ y dx) 


2 CD IT ■■r 


est I’accroissement quo re?,oit la temperature pendant I’inslant dt. On 
obtient ainsi requation 


^ ' dt’ \ 

dt € 1 ) \ dx- X dx J 

120 . 

La quautite de chaleur qui traverse, pendant I’instant dt, la surface 
cylindrique dont le rayon est x etant generalcnient exprimee par 

2K'kx ~dt, il s’ensuit quo Ton trouvera celle qui sort pendant le 

inerne temps de la superficie du solide en faisant, dans la valeur pre- 
cedente, x — X; d’un autre cote, cette meme quantite qui se dissipe 
dans I’air est, selon le principe de la communication de la chaleur, 
(‘gale il tiTtXlu'dt; on doit done avoir a la surface I’equation deter- 

niinee — — /w. La nature de ces equations est expliquee avee 

plus d’etendue, soit dans les articles qui se rapportent a la sphere, 
soit dans ceux oil Ton donne les equations generales pour un corps 
d’une figure quelconque. La fonction (t, qui represente le mouvement 
de la chaleur dans un cylindre infini, doit done satisfaire : 
i" A I’equation generale 

I A'i 

dt ~~ Cl) \dx'^ .-r dxj’ 

qui a lieu quelles que soient .i; et /; 
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a” A [equation determinee 

h di’ 

K dx 

qiii a lieu, quelle que soit la variable t, lorsque .x- = X ; 

3° A [’equation determinee 

(■ette derniere condition doitetre remplie pour toutes les valours de v 
oil Ton fait ^= 0 , quelle que soit la variable r. La fonction arbi 
traire F(j:^) cst supposee connue etelle correspond a 1 etat initial. 


SECTION IV. 

fiQCATIOXS DC MOOVE31EXT UNIFOMIE DE LA CHALEUR DANS IN IMUSAII! SOLIDE 
, D’UNE longueur INFINIE. 


121 . 

Une barre prismatique est plongee par unc de scs extreiniles dans 
une source constante de chaleur qui inaintient ccttc extreniile a la 
temperature A; le reste de cette barre, dont la longueur esi. inlinie, 
demeure expose a un courant uniforme d’air atmosplicririue outre, tenu 
a la temperature o; il s’agit de determiner la plus haute icnipe.ratiirc' 
qu’un point donne de la barre puisse acquerir. 

Cette question differe de cede de rarticlc 73 cn cc (|u’oii a egani iei 
a toutes les dimensions du solide, ce qui est nccessairo ponr <|ne I’oti 
puisse obtenir une solution exacte. En effet, on cst porte a supposer 
que, dans une barre d’une tres petite epaisseur, tons les points d’linc 
ineme tranche acquierent des temperatures sensiblement egalos; eepiui- 
dant il peut rester quelque incertitude sur les resultats de cette siqipo- 
sition. Il est done preferable de resoudre la question rigoureuscinenl 
et d’examiner ensuite,par lecalcul, jusqu’a quel point et dans quel eas 
on est fonde a regarder comme egales les temperatures des divers 
points d’une meme section. 
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122 . 

La section faite perpendiculairement a la longueur cle la barre est un 
carre dont le cote est 2 /; I’axe de la barre est I’axe des x et I’origine 
est a I’extremite A. Les trois coordonnees rectangulaires d’un point de 
la barre sont,r, v, s; la temperature fixe dii meme point est designee 
par 

La question consistc a determiner les temperatures que Ton doit 
donner aux divers points de la barre, pour qu’elles continuent de sub- 
sister sans aucun cbaugement, tandis que la surface extreme A qui 
comiminique avee la source de chaleur demeure assujettie, dans tons 
ses points, a la temperature permanente A : ainsi 9 est une fonction 
de x, de y et de 

123. 

On considerera le mouvement de la chaleur dans une molecule pris- 
inatique, comprise entre six plans perpendiculaircs aux trois axes 
des X, dcs r ct des Les trois premiers plans passent par le point m 
dont les coordonnees sonta;> y, s, et les autres passent par le point m' 
dont les coordonnees sent a; - 1 - dx, j 4 - dj, - -l- dz. 

Pour connaitre la quantile de chaleur qui, pendant I’unite de temps, 
penetre dans la molecule, a travers le premier plan passant par le 
|)oint m et porpcndiculaire aux x, il faut considerer que la surface de 
la molecule qui est sitiiee sur ce plan a pour etendue dzdy, et que le 
flux, qui traverse cette aire est egal, suivant le theoreme del’article 98, 

a — K ainsi la molecule rcqoit, a travers le rectangle dxdj pas- 

c/.r 

sant par le point m, une quantite de chaleur exprimee par 

— K d.f dy - • 

Pour trouver la quantite de chaleur qui traverse la face opposee et sort 
de la molecule, il faut substituer, dans 1’ expression precedente, x-^dx 
a X ou, cc qui est la ineinc chose, ajouter a cette expression sa diffe- 
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I'tMitielle prise par rapport a x seulemeiit; on en conclut que la mole- 
rule perd, par sa seconde face perpendiculaire aux x, uno quantitd clc 
t'haleur equivalente a 


Kdzdj^-Kdzdf 


d / di’ 
\ doc 


doc; 


on doit par consequent la retrancber de celle qui etait entree par la 
face opposee; la difference de ces deux quantites est 


K dz dy doc 




elle exprirae combien il s’accumule de chaleur clans la molecule, u 
raison de la propagation suivant le sens des oc‘, et cette chalour ac’.cu- 
niiilee ferait varier la temperature de la molecule, si die n’etait point 
compensee par celle qui se perd dans iin autre sens. 

On trouve,de la meme maniere.qu’a trovers Ic plan perpciuliculairo 
aux y et passant par le point to, il entre dans la molecule unc qiian- 
tite de chaleur egale a 

— K rfs ^ , 
dr 

et que la quantile qui sort par la face opposee est 

— Kd:^dx^ -Kdz dx d^, 
dy dy 

cette derniere differentielle etant prise par rapport a y seuleinonl. 
Done la difference de ces deux quantites, ou 

]Ldz dx dy^^CL, 

dy^ 

exprime combien la molecule acquiert de chaleur, a raison do la pro- 
pagation dans le sens des/. 

Enfin on demontre de meme que la molecule acquiert, a raison chj 
lapropagation dansle sens des s, une quantile de chaleur cgalc a 


K dx dy dz 

<jZ~ 
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Or, pour qu’elle ne change point de temperature, il est necessaire 
qu’elle conserve autant de chaleur qu’elle en contenait d’abord, en 
sorte que ce qu’elle en acquiert dans un sens 'serve a compenser ce 
qu’elle en perd dans un autre. Done la somme des trois quantites de 
chaleur acquises doit etre nulle, et Ton forme ainsi I’eqiiation 

124 . 

II restc maintenant a cxpriinar les conditions relatives a la surface. 
Si Ton suppose que le point m appartient a Tune des faces de labarre 
prismatique et que cette face est perpendiculaire aux s, on voit quo le 
rectangle dxdv laisse echapper dans fair, pendant I’unite de temps, 
line quantite de chaleur egale a 

h djc cly Y , 

en designant par V la temperature du point w a la surface, c’est-ii-dire 
ce quo devient la function cherchee cp(x-, s) lorsqu’on fait z — I, 
demi-largeur du prisme. D’un autre cote, la quantite de chaleur qui, 
en vertu de I’action des molecules, traverse pendant I’unite de temps 
line surface infiniment petite co, situee dans I’interieur du prisme 
perpendiculairemcnt aux =, est, d’apres les theoremes cites, egale a 

— Koo^- Cette expression est generale et, en I’appliquant aux points 

pour lesquels la coordonuee s a sa valeur complete /, on en conclut que 
la quantite de chaleur qui traverse le rectangle doedy, place a la super- 
ficie, est 

en donnant a z dans la fonclion ^ sa valeur complete /. Done les deux 
quantites — Kdxdy^_ et hdsdyv doivent etre egales, pour que Tac- 
tion des molecules convienne avec celle du milieu. Cette egalite doit 
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lOi 

iiii^si subsister si Ton donne a z dans les fonetions ^ la valour — /, 

I f qui a lieu pour la face opposee a celle quo Ton considerait d’ahord. 
I)(“ plus, la quantite de chaleiir qui traverse une surface plane infmi- 

iiient petite &),perpendiculaire a I’axe desjp, etant — il s’oiisuil 

que celle qui s’ teoule a travers un rectangle dxdz, place sur iiiu^ facu' 
(lu prisnie perpendiculaire aux est 

— Iv dx dz ^ , 

Oy 

on donnant a y dans la fonction ^ sa valeur coniplelo /. Oi- ce rec- 
tangle dxdz laisse echapper dans I’air une quantile de ehal<‘ur 
pxpriiiiee par 

h cLi dz (’ ; 

il est done necessaire que Ton ait I’equation 

iorsqu on fait y = /, ou y = — I, dans les fonetions r et - 

()y 


izo. 


La \aleur de la fonction e doit etre, par liypothese, egab; a A lors- 
qu on suppose a; = o, quelles que soientles valeiirs de y et de s. Ainsi 
la fonction cherchee e est determinee par les conditions suivantes : 

1“ Elle satisfait, pour toutes les valeurs de y, a reqnation 

generate 


d‘^ V 


dU’ 

■ ■ 


d- r 

5? 


:= 0 : 


2“ Elle satisfait a i’equation 


!l 

K 
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lorsque V equivaut a /, ou a — I, quelles que soient x et z, et a I’equa- 
tion 


lorsque equivaut a I, ou a — /, quelles que soient x et r; 
3“ Elle satislait a I’equatiou 

(■ = A, 

lorsque x = o, quelles que soient y et 


SECTION V. 

Equations do .houvemrnt VARiii; db la ciialeur dans bn cube solidb. 

126. 

Ua solide de forme cubique dont tous les points ont acquis uoe 
aiemc temperature est place dans un courant uniforme d’air atmospbe- 
rique, entretenu a la temperature o. II s’agit dc determiner les etats 
succcssifs du corps pendant toute la duree du refroidissement. 

Le centre du cube est pris pour origine des coordonnees rectangu- 
laircs; b^a trois perpendiculaires abaissces de cc point sur les faces 
sout les axes d(is .r, desy et des z; -21 est le cote du cube, e est la tem- 
perature a laquolle un point dont les coordonnees sont x,y, z se trouve 
abaisse apres le temps t qui s’est ecoule depuis le commencement du 
refroidissement : la question consiste a determiner la fonction e, qui 
contient .r, y, : <q 

127. 

Pour former I’equation generale a laquelle e doit satisfaire, on cbei'- 
ebera quel est Ic ebangement de temperature qu’une portion infiniment 
petite du solide doit eprouver pendant I’instant dt, en vertu de Taction 
des molecules qui cn sont extreraement voisines. On considerera done 
unc molecule prisrnatique comprise entre six plans rectangulaires; les 
trois premiers passent par le point /ndont les coordonnees sont a-, y. 
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et les ti-ois autres par le pointm' dont les coordomiees sont ,r -t- r/a’, 

V — dv, 2 + ds. _ 

‘ La quantite de chaleur quipeuetre pendant I’inslantdl dans la mole- 

,-ule, a travel's le premier rectangle dydz perpeiuliculaire aux /r, esl. 

-Kdfd^^di, 


ot celle qui sort dans le ineine temps de la molecule, par la f.u c. 
opposee, se trouve en mettant + au lieu do clans I’exprcssion 
precedente; elle est 

celte differentielle etant prise par rapport a ,r seuiemenL La quantilo 
de chaleur qui entre pendant Tinstant dt dans la molecule, a Iravers 1<‘ 
premier rectangle perpendiculaire a V\\\e cles y, est 

--Kdxdz^dly 

dr 

et celle qui sort de la molecule, dans le memo instant, par la fin e 
opposee, est 

^Kdxdz^ d£ — K di' dz d. - ^ dl , 
dr dr 

la dilferentielle etant prise par rapport a j sculeineut. l.a ([uaiitile (\e 
clialeur que la molecule re^oit pendant I’instant dt., par sa fa(‘e info- 
rieure perpendiculaire a Taxe des est 


— K dx dr dt 
‘ dz 


ei celle qu’elle perd par la face opposee est 

~ K dx dy ^ dl — K dev dr d dt , 

“ d;; dz 

la differentielle etant prise par rapport a seuleaicnt. 

H faut maintenaiit retrancher la somine de toutes les quantiles de 
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chaleiir qiii sortent de la molecule de^a somme des quantiles qu’ello 
recoit, et la diflereuce est ce qui determine sou accroissement de tem- 
perature pendant un instant : cette difference est 


K d >' dz d — dt->r K dx i 
' dx 




" J.V Cl/cXy I 


(HI 




d- r 
dy^ 



dt. 


128. 

Si Ton divise la quantile que I’oii vient de trouver parcelle qui est 
necessaire pour elever la molecule de la temperature o a la tempera- 
ture I, on connaitra I’accroissement de temperature qui s’opere pen- 
dant I’instant di. Or cette derniere quantile est Q^Xidocdydz-, car C 
designc la capacite de clialeur de la substance, D sa densite et dxdydz 
le volume de la molecule. On a done, pour exprimer le mouvenicut de 
la clialeur dans I’interieur du solide, I’equation 


id] 


dt ~ € I) Vdx-2 dz“-)' 


129. 

II rcstc a former lesxquations qui se rapportent a I’etat de la sur- 
face, cc <pii ue presente aucune dilTiculte d’apres les principes que 
nous avons etablis. En effet, la quantite de clialeur qui traverse, pen- 
dant rinstant^/Q le rectangle dxdy trace sur un plan perpendiculaire 
aux.r, est 

— K dy dz ^ dt. 

(](^ resultat, qui s’applique a tous les points du solide, doit avoir lieu 
aussi lorsque la valeur de x est egale a I, demi-epaisseur du prisme. 
Dans cc dernier cas, le rectangle dydz etant place a la superficie, la 
quantite de clialeur qui le traverse et se dissipe dans fair pendant 
F. . '4 
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I’instant dt est expriinee par 

h dy dz dt ; 

on doit done avoir, lorsque x = [, I’equation 

A('=— K-^- 
ax 

(iette condition doit aussi etre satisfaite lorsque x— — l. 

On trouvera de ineme que, la quantite de chaleur qui traverse le 
rectangle dxdz situe sur un plan perpendiculaire a I’axe des y etant 
en general 

— K djc ds 4 - ) 
or 

etcelle qui a la superficie s’echappe dans I’air a travers ce rneine rec- 
tangle etant 

h dx dz V dty 

il est necessaire que Ton ait I’equation 

T , ir de 

Ac -i- K -I— = 0, 

dy 

lorsque = /ou = — /. Enfin on obtientpareillement Tequation deter- 
tninee 

1 T/ di' 

Ap +- K T- = o, 

qui doit etre satisfaite lorsque : = / ou = — /. 


130 . 

La fonction cherchee,qui exprime le mouvement varie de la chaleur 
dans I’interieur d’un solide de forme cubique, doit done etre deter- 
minee par les conditions suivantes : 

I® Elle satisfait a I’equation generale 
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2° Elle satisfait aux trois equations determinees 

^ ~ /'<'-t-K^=o, /i(> -1- K ~ o, 

qui ont lieu lorsque x = ±l, y = ±1, s = ± /; 

d" Si, dans la fonction v qui contient x, y, z, t, on fait ; = o, 
quelles qiie soient les valeurs de x, y et on doit avoir, selon I’hvpo- 
tliese, 

(’= A, 

qui est la valeur initiale et conimune de la temperature. 

131 . 

L’cquatiou a laqnelle on est parvenu dans la question precedente 
represente le inonvcnient de la clialeur dans I’interieur de tons les 
solides. Quelle que soil on effet la forme du corps, il est nianifeste 
(|u’cii le decomposant cn molecules prismatiques on obtiendra ce 
ineme resullat. On pourrait done se borner a deinontrer ainsi I’equa- 
lion de la propagation de la chaleur. Mais, afin de rendre plus com- 
|)lete Texposition des principcs, et pour que Ton trouve rassembles 
dans un petit noinbre d’articles consecutifs les tbeorenies qui servent 
;i etabiir Ibiquatiou goneralc de la propagation dans I’interieur des 
solides et celle qui se rapportc a I’etat de la surface, nous procede- 
rons, dans les deux 'Sections suivantes, a la recherche de ces equations, 
iiulepcndaninient de toute question particuliere et sans recourir aux 
propositions elemcntaircs que nous avons expliquees dans I’lntroduc- 
(ion. 


SECTION VI. 

Coe.erio.x cftNfiRAUJ de la I'liorAGAXiON de la ohaleuh dans L’lNTEniiiun des solides. 


132 . 

Tiikohemk I. — Si les difererits points d’ane masse solide homo gene , 
comprise entre six plans rectangulaires , ont des temperatures actiielles 



108 


THEORIE DE LA CHALEUR. 
determinees par I’ equation Uneaire 

(,• —k — ax — by — cz 

et si les molecules phcees a la surface exterieure sur les six plans qai tar - 
minent le prisrne sont retenues par une cause quekonque a la leniperaltrrT 
cxprimee par 1’ equation [a), toules les molecules situees dans I inleneur da 
la masse conserveront d’ elles-mernes leur temperature actuelle , en sorte (jii rl 
ne surviendra aiicwi changement dans I'etat da pnsme. f desigiKi la 
perature actuelle du point dont les coordonnees sont a', r, s; A, a, l>, 
n sont des coefficients constants.) 

Pour demontrer cette proposition, considerons dans le soli<l(! trois 
points quelconques m, M, p., places sur une rneme droitc mp. I(* 
point 31 divise en deux parties egales; designons par .r, r, s les eoor- 
donnees du point m et par e sa temperature, par x + a, y -h [3, - -f- y 
les coordonnees du point p et par tv sa temperature, par x — oc, v' - 
: — 'j' les coordonnees du point w et par a sa teinp'eraturc; on aura 

(• =k — ax — by — cz, 

tv = A ~ a{x -h a) - b{j -y — c{z ~yy), 

u=:.A — a{x — ci)—b(y — P) — c{z — y); 

d’ou Ton conclut 


f «’ — ax -1- + cy et u — c — aa. i(3 -i- ry. 

Done 

l’ — IV — (>. 

Or la quantile de chaleur qu’un point regoit d’un autre depeiul <!(> 
la distance des deux points et de la difference de leurs tcinperatnri's. 
Done Taction du point M sur le point p. est egale a I’action dorn sur M ; 

ainsi le point 31 regoit autant de chaleur de m qu’il en envoie an 
point p. 

On lirera la meme consequence quelles que soient la direction et la 
graadearde la ligne qui passerait par le point M, etqne ce point divi- 
sm«t en deux parlies egales. Done il est impossible que ce point 



109 


CHAPITRE II. — EQUATIONS DIFFERENTIELEES. 

change de temperature; car il regoit de toutes parts autant de clialeur 
qu’il en donne. Le meme raisonnement s’applique aux autres points; 
done il ne pourra survenir aucun changement dans I’etat du solide. 


133 . 


ConOLLAIRE I . 

Un solide etant compris entre deux plans infinis paralleles A et B, 
on suppose que la temperature actuelle de ses differents points est 
exprimec par requation p = i — z, et que les deux plans qui le ter- 
minent sont reteiuispar une cause quelconquc. Tune A a la tempera- 
ture I , et Tautre B a la temperature o : ce cas particulier sera done 
compris dans le leinnie precedent, en faisant A = r, a = o, h = o. 

c = I . 

134 . 

COROUAIRE II. 

Si Ton se representc dans I’interieur du memo solide un plan M 
parallele a ceux qui le terminent, on \oit qu’il s’ecoule a travers cc 
plan une certaine quantite de clialeur pendant I’unite de temps; car 
deux points Iri's voisins, tcls que Jn et n, dont I’un est au-dessous du 
plan et I’autre au-dessus, sont inegaleinent eebauffes; le premier, dont 
la temperature est plus elevee, doit done envoyer an second, pendant 
cliaque instant, unc certaine quantite do clialeur qui, au reste, pent 
dtre fort petite ct meme insensible, selon la nature du corps et la dis- 
tance des deux molecules. Il cn est de meme de deux autres points 
quedconques sepai-es par le plan. Le plus eebauffe envoie a Tautre une 
certaine quantite de clialeur et la somme de ces actions partielles, ou 
de toutes les quaiitites de clialeur envoyees a tracers le plan, compose 
un flux continucl dont la valeur ne ebange point, puisque toutes les 
molecules conserveut leur temperature. 11 est facile de prouver que ce 
Jlux oil la quantile de chaleur qui traverse le plan M pendant 1' unite de 
temps equivaiit d celle qui traverse, pendant le mime temps, un autre 
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plan Spamlleleau premier. En efiet, la partie cle la masse qui est com- 
prise entre les deux surfaces M et N recevra contiiiuellement, a Ira- 
vei-s ieplan aufaiit de clialeur qu’elle en peed a travcrs Ic plan N. 
Si la quantite de chaleur qui, penetrant au dela dii plan M, ciitre <l.uis 
la partie de la masse que Ton considere n’etait point egale a C(‘l Ic tjni 
,-11 sort par la surface opposee N, le solide compris entre les (h'ux sur- 
faces acquerrait line nouvelle chaleur on perdrait lino partie <le ci'llc 
qu’il a, et ses temperatures ne seraient point constantes, ce <|ui cst con- 
trairo au lemme precedent. 


On prend pour mesure de la conducibilite speci tique d unc snlistaoci' 

donnee la quantite de chaleur qui, dans un solide intini lorine do cell (' 
substance et compris entre deux plans paralleles, s’lM'oule peiulaiit 
I’linite de temps a travers une surface egalo a runite, (d. prise sur un 
plan intermediaire quelconquc parallele aiix plans exterieurs, duiU. In 
distance est egale a I’unite de mesure, et dont run ost enlretonu a In 
temperature i, et I’autre a la temperature o. On ddsigiie par lo cocl- 
ticient K ce flux constant de chaleur qui traverse loiiti' relinidiK^ <ln 
[irisme et qui est la mesure de la conducibilite. 


136 .- 

Lemme. 

Si I’ on suppose que toutes les temperatures da solide donl il s' a pit (/a /is 
I'anicle precedent sont multipliees par un noinhre quclconifue p', rn sortr 

que r equation des temperatures soit r — g — g::, au lieu d’etre e - . t r. , 

et si les deux plans exterieurs sont entretenus, ran d la lempcKiturc p;', 
et I’autre a la temperature o, le flux constant de chaleur, dans rctlr 
seconds hypothese, ou la quantite qui, pendant 1 ’ unite de temps, t/'dvc/'Sf 
runite de surface prise, sur un plan in termediaire parallele anx bases, r.vf 
igale au premier flux K, multiplie par g. 

Ln effet, puisque toutes les temperatures ont ete augmentees daujs 
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le rapport cle i a g, les differences des temperatures des deux points 
quelconques m et |j. sont augmentees clans le meine rapport. Done, 
siiivant le principe de la communication de la chaleur, il faut, pour 
connaitre la c[uantite de chaleur que m envoie a p, dans la seconde 
hypothese, multiplier par g la quantite que ce point m envovait a u. 
dans la premiere. II en serait de meme de deux aiitres points quel- 
conques. Or la quantite de chaleur qui traverse un plan M resulte de 
la somme de toutes les actions que les points di, m', jn", m‘" , . . . situes 
d’un meme cote du plan exereent sur les points p., p.', p.", p.'", ... 
situes de I’autre cote. Done, si dans la premiere hypothese le flux 
constant est designe par K, il sera egal a g-K lorsqu’on aura multiplie 
toutes les temperatures par g. 
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Dam wi prisrne donl les temperatures constantes sont exprimees par 


I equation 


(’ — A — a.v — by — c;, 


el que lenmnenl six plans rectangulcdres dont tons les points sont entre- 
tenns aux lemperatures detenninees par V equation precedente, la quantite 
de chaleur qui, pendant U unite de temps , traverse V unite de surface , prise 
sur an plan intennediaire quelconqae perpend iculaire aux z-, est la mime 
que. le flax constant dans un solide de mime substance, qui serait compris 
entre deux plans paralUles infinis, et pour lequel C equation des tempera- 
tures e.onstantes serait 

{’ = e — cs. 


Pour le demontrer, considerons, dans le prisrne et ensuite dans le 
solide infmi, deux points m et p extremcment voisins et separes par le 
plan M perpendiculaire a I’axc des z, p. etant au-dessus du plan et /ic 
au-dessous /|); choisissons au-dessous du meme plan un point m' 
tel que la perpendiculaire abaissee du point p sur le plan soit aussi 
perpendiculaire sur le milieu A de la distance tnm'. Designons para', 
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r, z-h Ifs coordonnees du point [x dont la temperature est por 
r- a, Y-}, ^ les coordonnees de m dont la temperature est r, 

v-^^, 5 les coordonnees de m' dont la temperature est r'. 


i 

m h m' 


[.'action de wzsur [x ou la quantite de elialeur quo m envoie a [x - 
danl un certain temps peutetre exprimee par <7(0 — u’). Le I'ac.teur «y 
depend de la distance /up. et de la nature de la masse. L’aetion <lt! ///’ 
.'■ur a sera done exprimee par — (u); et le facteur </ <!st l(! tn<'*iu<‘ 
que dans Texpression precedente; done la somme des iLmix acitionw 
de /« sur u. et de m' sur p., ou la quantite de elialeur que (x rmuiil <!<* 
»» et de m', est exprimee par 

^(r — H- — (T’). 

Oi% si les points u,,m' appartienneiit au prisme, on a 

— A <z^ l/ y — c ( -o — {- /i ) j 
r — A — — — rz, 

i’' = A~ H-a) — h{r 4 - (3) — cz; 

et si ees memes points appartenaient an solide infini, on aiirait, par 

liypolhese, 

iVzizc ~-c{jZ -h/0, 
r — c — cz, 
r'nrc — cz, 

Dans le premier cas on trouve 

?{ r <r’ + r' — w) — 2 qch, 

.■1,1.™ 1. second OSS on s encore le menoe resniut. Done la quantif. 
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de chaleur que p. regoit de m et de m' clans la premiere hypothese, 
lorsque Tequation des temperatures constantes est 

— A — ax — by — cz^ 

equivaut a la quantite de chaleur que [jl recoit de m et cle m\ lorsque 
I’equation des temperatures constantes est 

e in c — cz. 

On tirerait la meme consequence par rapport a trois autres points 
quelconques /«', p.', in", pourvu que le second p.' fut place a egale dis- 
tance des deux autres et que la hauteur du triangle isoscele 
lilt parallele aux Or la quantite de chaleur qui traverse un plan 
quelconque M resultc de la somme des actions que tous les points m, 
m , m", m'", ... situes d’un cote de ce plan exercent sur tous les points p., 
[j.', p", p.'", . . . situes de I’autre cote : done Ic flux constant qui, pendant 
I’unite de temps, traverse une partie deterininee du plan M dans le 
solide infmi est egale a la quantite de chaleur qui s’ecoule dans le 
meme temps a travers la meme portion du plan M dans le prisme dont 
les temperatures sont exprimees par I’equation 

t’ = A — ax — by — cz. 

138 . 

COUOIXAIRE. 

Le flux a pour valour cK dans le solide infmi, lorsque la partie du 
plan ((ii’il traverse est I’unite de surface. II a done aussi dans le prisme 

la mhne valear cK ou. — K ^ • 

On pro live di' la meme manierc que le flax constant qui a lieu, pen- 
dant r unite de temps, dans le inernc prisme d travers I’unite de surface. 

sur uu plan (/iielconque perpendicidaire aux y est egal d ou K 
et que celui qui traverse le plan perpendicidaire aux x a pour valeur aK 
V d‘’ 

on — h. -r- • 

Ox 



in 


theorie de la chaleur. 


139 . 

Le, propositions quo Ton a demontrons dans los articlos procoacn.s 
s-.ppliqoent aussi au cas oi. I'action instantanee d’une molcculo s ,!m.i 
, o,aU dans rintericnr d. la masse, jnsqu-a une distance appiaxtal, 

II faul, clans ce cas. supposcr qae la cause qui ret.cnt Ics lrancl.es ex - 
ricuresdes corps dans I’etat expi'ime par I’eqnatioii l.ncairc allccle n 
masse jusqu'a une ptofondeur finie. Toulcs les observations concouren 
i, prouver que, dans les solides et les liquidcs, la distance do.it il s aj!. I 
est extrernement petite. 

140 . 


Theoreme III. 

Si les temperatures des points d’un solidesout expriinces par 1 (‘((na- 
tion 

dans laquellea;, y, z sont les coordonnees de la molecule dont la t('ni- 
(lerature est egale a v apres le temps ecoule L Ic flux do. (“.halcnu* ((in 
traverse une partie d’un plan trace dans le solidc, ct perpeiuliculaiiHi ;> 
I’un des trois axes, n’est plus constant; sa valcur est didoiauito |)oui‘ 
les dilTerentes parties du plan, et elle varie aussi avec Ic l,('m(>s. (u(' tl c 
((uantite variable peut etre determinee par le calcul. 

Soil u un cercle infiniment petit dont lo centre c()inc,id(! avu'C. 1«* 
point m du solide etdont le plan soit perpendiculairo a la co()i'(l()UH('‘(‘ 
verticale il s’ecoulera, pendant I’instant clt, a travers ee cercle, ujk' 
certaine quantite de chaleur qui passera de la partie du solide. inle- 
rieure au plan du cercle dans la partie superieurc. Ce flux so c()in|)()S<‘ 
de tous les ravons de chaleur qui partentd’un point infcrioiir e(. juir- 
viennent a un point superieur, en traversant iin point de In petite sur- 
lace (j). Nous allons demontrer que la valeur die flux a pour (‘.xprcssio/i 

Designons par a;',y, s' les coordonnees du pointm dont la tempdifa- 
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ture est v' \ et supposons que Ton rapporte toutes les autres molecules 
a ce point m clioisi pour I’origine de trois nouveaux axesparalleles aux 
precedents; soient v], les trois coordonnees d’un point rapporte ii 
rorigine m; on aura, pour exprimer la temperature actuelle d’une 
molecule infiniment voisine de m, I’equa.tion lineaire 




dx 


dv' 

'd/ 




(h>' de' dv' 


Les coeflicicnts les valeurs que Ton trouve en sub- 


stituant dans les fonctions e, 4^) aux variables x, y, z, les 

ax Oy dz 


quantitds constantes x! , y', z' qui raesurent les distances du point m 
aux trois premiers axes dcs x, desy, des s. 

Supposons maintenant que le meme point m soit aiissi une molecule 
interieure d’un prisme rectangulaire compris entre six plans perpen- 
diculaires aux trois axes dont m est I’origine; quo la temperature 
actuclle w de ehaque molecule de cc prisme, dont les dimensions sent 
tinios, soit expriinee par I’equation lineaire w = }S. + a\-y &'/] + c'C, 
et quo les six faces qui terminent le prisme soient rctenues aux tem- 
peratures fixes que cette derniere equation leur assigne. L’etat des 
molecules intericurcs sera aussi permanent et il s’ccoulera, pendant 
I’instant dt, a travel's le cercle w, unc quantite de chalcur quo mesure 
I’expression —YLaodl. 

Cela pose, si Ton prend pour les valours des constantes A, a, b, c. 


Ov' de' ()v' 


les quantites e', 
[’equation 


I'etat fixe du prisme sera exprime par 


Ox ^ dj' ^ 


dz 


Ainsi les molecules infiniment voisincs du point m auront, pendant 
I’instant di, la mdme temperature actuelle dans le solide dont I’etat 
est variable, et dans le prisme dont I’etat est constant. Done le flux 
((ui a lieu au point m pendant I’instant dt, a travers le cercle infi- 
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nimeiit petit w, est le meme dans I’un et I’autre 

• - 7 , 

(‘xprmie par — Jv w r/r. 

On en conclut la proposition suivante : 


solidc : done il est 


Si dans un solide dont les temperatures inten,eures vanent avec le te/iipa, 
en verlu de V action des molecules, on trace line kgne droite cpielco/upw a! 
{]ue don eleve f fig. 5 ), aiix differents points de celte hgne, les onion - 


Fi.?- 5. 





nees pm d'une courbe plane egales aux tempeialures de ces points prisr.s 
au mime instant, le fiux de chaleur, en chaque point p de la droite, serrt 
oroportionnel d la tangente de V angle a. que fait I’elcrncnl de la eonrbn 
avec la parallele aux abscisses; e’est-a-dire que, si Ton plaeait an point /> 
le centre d’nn cercle infmiment petit w perpend icii Ini rc a la lipine, la 
quantite de chaleur ecoulee pendant un instant dt, a travers (“x; <n*i‘el(‘ , 
dans le sens suivant lequel les abscisses Op croissont, anrait pour 
mesure le produit de quatre facteurs qui sont la tangente de I’angU^ a , 
un coefficient constant K, I’aire w du cercle et la duree di (h'. I’instant • 


141. 

COROLLAIRE. 

Si Ion represente par i 1 abscisse.de cette courbe on la distaiuM' 
d’un point de la droite a un point fixe 0, et par e rordonnee (jui 
represente la temperature du point p, e variera avec la distance £ el 
sera une certaine foiiction/(£) de cette distance; la quantite de cha- 
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leur qiii s’ecoulerait a Leavers le cercle co, place au point p perpendi- 
culairement a la ligne, sera 


— OU — K/^(£)wc/^, 

cw designaiitpar /'(&) la fonction 

Nous tloiinerons a ce resultat Texpression suivante, qui facilite les 
applications : 

Pour connaitre le jlax actuel de la chaleur eri iin point p d'line droite 
trade dans un solidc dont les temperatures varient par T action des mole- 
rides, il faiU dwiser la difference des temperatures de deux points infi- 
niment ixnsins du point p par la distance de ces points, Le flux est proper- 
tionnel an quotient ( ' ). 

(1) Plus exacLomoiit il csi 6gal a ce quotient inultiplic par — Kwe/^, K d^signant tou- 
jOLirs le coefficient do coiiductibilile et w la surface de rclcinenL normal k la droite. 

En dcdiiisant les coiistuiuences do ceLto regie, Fourier auraitpu simplifier son exposition 
ot evilor qiiolques incertitudes quo nous signalorons plus loin. 

Supposons, on cirot, quo Foil so propose de Lroiiverle flux de chaleur qui s’ecoule a tra- 
vel's uri eleiucnt w donl la iiormalo prise dans un sens determind fait avec les axes coor- 
donnes les angles 7., p, 7. Soieut.r, j’, js Ics coorclonndes d’un point del’dldment; si nous 
nous dephu;ons suivant la uonnalo on parcourant line longueur iiifinimont petile nous 
auroiis dvidcmuioiit, [lOur les dilferenLiellcs de 5 , les valours 

d.v = (Iv cos a, df = (h' cos p, dz := ds cos 7 

et, par couseqiienl, 


Lo lliix do clialour elant, dapros la rogle de Fourier, 


dv 


(),i' 


uLv- 




dr 




cos a 


dr , Ov 
jpeosfi-H^cos'/ 


dr , 

— K w — dc 
as 

aura done pour expression 

7 / ^ Or \ 

— Ko) dt COSa -h -r- COSp H- T" cosy . 

\dx dj ‘ oz V 

Si Foil introduit la notion, aujourd’luii bien r^pandue, de la derivee d’une fonction de 
point relative a imo direction donndo, la rdglc de Fourier s’dnonce ainsi : 

Lejlux dc chaleur cst cgal et de sigrie contraireau prodidt de par La denrec de 

let tcDipcratiire par rapport a la iiormale ci V clctuerit, a I i/istaiit considcre, G*. D. 
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142 . 

TlIEORfiME I\A 

II est facile de deduire des theoremes precedents les equations geiio- 
rales de la propagation de la chaleur. 

Siipposons qiie les differents points d’un solide homogeae d' une J'or/f ic 
(juelconque aient regu des temperatures irdtiales qni varieiU siiceessivemen ( 
parVejfet de V action mutuelk desmoldcules et que I’eqnalion. 

represente les etats successifs da solide, on va detnonlrer que la fonction s ' 
de cpialre variables satis/ait necessairement a 1' equation 

“ Cl) [djc^ dy^ )' 

En effet, considerons le inouvement de Ja chaleur dans uiie, mole- 
cule comprise entre six plans perpendiculaircs aux axes d(;s .r, (l(*s 
cl des a; les trois premiers de ces plans passent par le point m dout I <'.k 
coordonnees sont x,y, a et les trois aixtres passent par h; point ni do ii I 
les coordonnees sont a? -i- dec, y + dy, z- -t- dz. 

La molecule revolt pendant I’instaiit dt, a travers hj roctangic. iiifo- 
rieur dxdy qui passe par le point m, unc quantitc de (diahoir egah* ;i 

— K da: dy ^ dt. 

Pour connaitre la quantite qui sort de la molecule par la fae.c opposdM' , 
il suffit de changer dans I’expression precedentc ^ (ui z-\-dz, 
a-dire d’ajouter a cette expression sa propre difTercmliidle prise pur 
rapport a seulement; on aura done 




K dx dy y^dc — K. dxdy f — 


dz 


dz <U 


pour la valeur de la quantite qui sort a travers le rectangle superioii r. 
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La meme molecule revolt encore, a travers le premier rectangle dxdz 
qui passe par le point m, une quantite de chaleur egale a 

— dx dz dL ; 

dj 

et, si Ton ajoute k cette expression sa propre differentielle prise par 
rapport a y seuleinent, on trouve que la quantite qui sort a travers la 
face opposce dxdz a pour expression 

— K ^ dx dzdl — K -^ ( dy dx dz dl. 

dy dy \dyj 

Enfin cette molecule I’oqoit, par le premier rectangle dydz, une 
quantite do chaleur egale a 

dr dzdl, 
ox ‘ 

et cc qu’cllc perd a travers le rectangle oppose qui passe par m' a 
pour expression 

— K ^ dy dzdl — K ( 4-') dx dy dz dl. 

().v dx \ dx J 

II faut main tenant prendre la somme dcs quantiles de chaleur quo 
la nioldculo roc^oit et en I’etrauclier la somme do cellos qu’clle perd. 
On voit par la qu’il s’acciuuule, durant I’iustant dt, dans I’interieur de 
cette nioldculo, uno quantite totale do chaleur egale a 

II no s’agit plus que de eonnaitre quel est I’accroissement de tempera- 
ture qui doit rosultcr de cette addition de chaleur. 

D dtant la densite du solide on le poids de I’unite de volume, et C la 
(iapacitc spccitiquc ou la quantite de chaleur qui eleve I’linite de poids 
dc la temperature o a la temperature i, le produit CXidxdydz 
exprirae comhion il faut de chaleur pour el ever de o a i la molecule 
(lout le volume est dxdy dz. Done, en divisanl par ce produit la nou- 
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vi‘i!e quantite de clialeurque la molecule vient d’acquerir, on aura son 

aceroissenient de teaiptoture. On obtient aiiisi 1 equation geneiale 

dc _ K /d- ^ 

^ CD d/' d-* / 

ijui est celle de la propagation de la chaleur dans I’interioui* cle tons 
les corps sol ides ('). 

143. 

Irulependamment de cette equation, le systeine des tempera t ilings <^s(, 
souvent assujetti a plusieurs conditions determinees, dont on lU! pout 
donner une expression generale, puisqu’elles dependent de re.s[)(‘C(i de 
la question. 

Si la ina.sse dans laquelle la chaleur se propage a (b^s dimc'iisions 
tinies et si la superficie est retenue par une cause speciab*. dans im 
etat (lonne; par exeinple, si tous ses points conservent, on vertu <le 
cette cause, la temperature constante o, on aura, eu desigiiaul la 
fonction inconnue e par 3,t), I’equation de eonditioti 


/{j?, j,5, 0 = o; 

il est necessaire qu’elle soit satisfaite pour toutes les valours <1<‘ .r, r, 
3 qui appartiennent aux points de la surface cxterieure <>.(. [>oiir inu' 
valeur quelconque de i. 

De plus, si 1 on suppose que les temperatures initiales <lu corps son t 
exprimees par la fonction connue F(cv,j,s), on a aussi rfupiatioii 

9(^,r,s,o) = F(^,j,s); 

la condition exprimee par cette equation doit etre romplio pxnir les 


t‘) tl y a ici une remarque a presenter. Les raisounemeiUs par Icsquols Fourier a I'lalili 
^muoa supposent tacitement que le corps solide jouit de propriotds que nuu.s cxpri- 

JILrdTlTZr ? T diflcrenliellos do la propa- 

piioi m la cMear dans les milieux cristallis^s. ( ; 
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vaieurs cles coordonnees x, y, % qui conviennent a un point quel- 
conque (hi solicle. 

ii4. 

All lieu cl’assujettir la surface du corps a une temperature con- 
stante, on pent supposer que cette temperature n’est pas la meme 
pour les differents points de la surface et qu’elle varie avec le temps 
suivant uiie loi donnee; e’est ce qui a lieu dans la question des tempe- 
ratures terrestres. Dans ce cas, I’equation relative a la surface contient 
la variable 

145. 

Pour examiner en clle-meme et sous un point de vue tres general la 
question de la propagation de la chaleur, il faut supposer que le solido 
dont I’etat initial cst doiine a toutes ses dimensions infinies; alors 
aucuiie condition speciale ne trouble la dilTusion de la chaleur et la 
loi a huiuelle ce principe est soumis devient plus mauifeste ; elle est 
exprimtie par requation generale 

<li' _ Jv /'<)V dUA 

\)t (TT> Vdi? (p d?./’ 

a laquellc il I'aul joindre cclle qui sc rapporte ii I’etat initial et arbi- 
traire du solido. 

Supposous que la temperature initiale d’une molecule dont les coor- 
donnees sont ;r, r, s suit une fonction connue s) et designous 

la valour inconnue o pur cp(.r, r, =, /), on aura requation determiner 

z,o) r= r, s); 

ainsi la question est reduite a integrer I’equatiou generale (A) en sorte 
qu’elle convienne, lorsque le temps cst nul, avec I’equation qui con- 
tient la fonction arbitraire F. 

i6 
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SECTION vn. 


JQLMTION- GMRALE RELATIVE A LA SlTtl'ACK. 


146 . 

Si le solide a une forme determinee, et si la cIialiMif priiDilivc s<- 
Jissipe successivement dans fair atmosphoriqiK^ oiilruUum a iiiio li'in- 
pmture constante, il faiit ajouter a I’dquation ^oiii'i'aU! (A ) ol, ;T (-('lIi* 
ijui represente I’etat initial une troisieino coridition relative a I’etat de 
la surface. Nous aliens examiner dans los articles siiivaiils la iialiiri* di* 
I’equation qui esprime cette dernierc condition. 

Considerons I’etat variable cl’un solide dont. la chaliMii’ si* dissi|»e 
dans I’air, entretenu a une temperature Ike o. Soimit to une parlie i ii li- 
niment petite de la surface exterieiire et [j. un point de to, par leiiind 
on fait passer une normale ala surface; los dill'ereiils pninls de eetle 
ligne ont au meme instant des tempera tu res dillereiiles. 

Soient e la temperature actuelle dii (mint p, (irise (uiin* iin instant 
ildermine, et ipla temperature corrcspondaiite d’liii poiii! v dn snlidn, 
pris sur la normale et distant du point p d’liiie i[iian(i(('‘ iidinimenl 
petite a. Desiguons par tr, j, i les cooiTioiinees dn (luiiit o. el [mr 
oa:, y -j- dj, s 4- os cedes dii point v; soii'iit 

r^uation connue de la surface du solide, el 

r, 0 

I’equation generate qui doit donner la valour ih* e en fimriiuu dt-s 
quatre variables a?, jr, s, i. En differentiant reijualion /’ .>•, r, - 
on aura 

n dx + n d y H- p dz o ; 

n, p sont des fonctions de x, z. 
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11 resulte du corollaire enonce clans Tarticle 141 que le flux dans lo 
sens de la norinale, ou la quantile de chaleur qui traverserait pendant 
I’instant dt la surface co, si on la placait en un point quelconque dc‘ 
(“ette ligne perpendiculairenient a sa direction, est proporlionntd au 
(jiiotient que Ton obtient en divisant la difference de tempei’ature de 
deux points infininient voisins par leur distance. Done I’expression 
do ce flux a I’extremite de la normalc est 


__ if’ . 

— K Gd at. 

a 

K designant la conducibilite specifique de la masse. D’un autre cote, 
la surface to laisse eebapper dans Fair, pendant I’instant dt, une quan- 
tile do cbaleur egalc a 

hv G) dt, 

h (dant la conducibilite relative a Fair atinospherique. Ainsi le flux de 
cbaleur ii Fc'xtreniite de la normale a deux expressions differentes, 

savoir : /m’ojc/z et — K done ces deux quantiles sont egales, 

et e’est (ui expriniant cette egalite quo Fon introduira dans le calcul la 
condition relative a la surface'. 


On a 


147. 


. ()c ^ etc ^ Jc . 

IV V -I- ov = c -H o.r -I- -v- OK -h -r- o 
i)je ay (Jz 


Or il suit d(!s [)i'in(npes de la Geoinetrie que les coordoiinees ox, by, 
bo, <|ui fixcnit la position du point v de la normale par rapport au 
point [j., .salisfont aux conditions suivantes : 


Ou a done 


: /tl OZ, 

p ^.y 

:::z n bz. 

/ <h' 

dv 

<)v\ 


-h It ^ 

dy 
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m 

1)11 a aussi 


X = V 'o.f - — OJ-- ^ 0^-— ^ -h /t- 4- (' •> 


on 


'/ 


en designant par q la quantite [nr + n- +/>')' ; done 




d^> 


(h’\ r 






par consequent I’egalite 

d£ — —K 



CO (dt 


clevieiit la suivaiUe : 


iB) 



di' di’ h 


Cette ^nation est determinee et ne s’appliquc qii’aiix points do la sur- 
face; die est celle que Ton doit joindre a requation gdiidrah' <lf! l:i 
propagation de la chaleur (A) et a la condition qui ddtermiuo I’dlat 
initial du solide; m, n,p, ^sont desfonctions connues dos c.aordoiuioes 
des points de la surface. 

148 . 


L’equation (B) siguitie, en gdieral, que le decroisscinent de la 
perature dans le sens de la normale, a I’extreinitc du solid(s est tel 
(}ue la quantite de chaleur qui tend a sortir on vertu de I’actioii des 


i’ j II y a iei une remarque essentielle a faire. L’equatioii 

1 

a = — (/;i2 jf% _j_ p'lyi 


nest exacte daos tons les cas que si I’oa convient de donner an si<;tic coavenalilo an 
radical 

/z2-f-y;2 

la valeur de h etant parfailement determinee' quand on passe dn point « an peint v <-1 
*^t k distance des deux points a et v, it faudra donnor an radical un sif-nc lol (lue la 
talenrde * suit positive. An reste nous reviendrons plus loin sur ce sujot. (I. t). 
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molecules equivaut toujours a celle que le corps doit prendre dans le 
milieu.' 

On pourrait coiicevoir que la masse du solide soit prolongee, en sorte 
que la surface, au lieu d’etre exposee a I’air, appartiennea la fois au 
corps qu’elle termine et a une enveloppe solide qui le contient. Si, 
dans cettc hypotliese, une cause quelconque reglait a chaque instant 

10 decroissement des temperatures dans I’enveloppe solide et la deter- 
niinait de maniere que la condition exprimee par I’equation (B) fut 
toujours satisfaite. Taction de Tenveloppe tiendraitlieu de celle de Pair, 
et Ic mouvenient de la clialeur serait le meine dans Tun et Tautre cas; 
on peut done supposer que cette cause existe et determiner, danscette 
hypothese, I’etat variable du solide: e’est ce que Ton fait cn emplovant 
les deux e(juations (A.) et (B). 

On voit par la comment Tinterruption de la masse et Taction du 
milieu troublent la dilfusion de la chaieur en Tassujettissant a une 
condition acciden telle. 

149. 

On peut aussi considerer sous un autre point de vue cette equa- 
tion (B) qui so rapporte a Tetat de la surface; il faut auparavant 
deduire une consequence remarquable du theoreme 111 (art. 140). 
Nous conserverous la construction rapportee dans le corollaire du 
menu! tbeorenu! (art. Il l ). Soieut .r, v, i les coordonnees du point p 
(‘I 

,i: H- d.r, )■• -I- ctj'i -t- (h 

cellos d’un point r/, intiniment voisin de p et marque sur la droile dont 

11 s’agit. Designons par o et w les temperatures des deux points/) et^ 
prises pour le ineine instant; on aura 

.. de ^ dr V de ^ 

IV - : V t- or — r -h o.r -i- o v -i- -r- oz ; 

a.z: Of ' do 

done le ({iiotient ^ est doune par Tequation 

if 

(3s dr (3s dz 3s 
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ron H (Failk-urs 

oi = \f6x- ■+■ dr' -+- <5'^' ; 

la quantile de clialeur qui s’ecoule a travel's la siirlace co, placin' 
an point m perpendiculairenient a la droite, est 


— K 0) di 


/ di' o.r dv dy dc 
\da7 dc ^ dy ds d- 



Le premier lerme est le produitdc — K^. par di ot par w4'; - (IcLtc 

derniere quantile est, d’apres les principes de la Gconictrie, rairi' dc 
la projection de co sur le plan des ainsi le produit rcprcsentc la 
quantile de clialeur qui s’ecoulerait a travers Tairo dc la projection, si 
mi la piaeait au point/i perpendiculaircinent a I’axe des .r. 

OK 

Le second lerme — K represente la iiuantite di' ciiali'iir 

qui traverserait la projection de co, faite sur le plan des si ran pla- 
cait cette projection au point/i parallelement a Ldle-inenuc 

Enfin, le troisieme terrne — represoiUe la (|iiarU dr 

•‘lialeur qui s’ecoulerait pendant I’instant dt, a travers la projeudaon 
de (sj sur le plan des.xy, si Ton pla^ait cette projection au point /> [)(‘r- 
pendiculairenient a la coordonnee 

On \oit par la que la ejaantite de clialeur qui h ecoule a tracer's chafjni* 
partie infinmient petite d wie -surface iracee dans V intcrhtiir da sold/c piuit 
toujours elre dicomposee en trois autres, qui peneLrenl les troLs propTlions 
orikogona/es de la surface selon les directions perpcndicidaires aux plans 
des projections. Ce lesultat donne naissance a des proprietes analof,‘'U(‘s 
a celles que Ton remarque dans la theorie des forces. 


150 . 

La quantile de clialeur qui s’ecoule a travers une surface plaiu' inti- 
niment petite co, donuee de figure et de position, etant cquivalcntc ■. 
•'e le qui traverserait ses trois projections orthogonalcs, il s’ciisuit iriu', 
s. 1 oneon^oitdans I’interieur du solide un element d’uue figure quel- 
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conque, les quantiles de chaleur qui penetrent dans ce polyedre par 
ses differentes faces se compensent reciproquenient; ou plus exac- 
teineiit, la sommc des termcs du premier ordre qui entrentdans I’ex- 
pression de ces quantiles de chaleur reques par la molecule estzero; 
en sorte quc la chaleur qui s’y accumule en effet et faitvarier sa tem- 
perature ne pout etre exprimec que par des termcs infiniment plus 
petits que coux du premier ordre. 

On voit distinctement ce resultat lorsqu’on etahlit I’equation gene- 
rale (A) cn considcrant le mouvement de la chaleur dans line mole- 
cule prismatique (art. 127 et 142); on le deraontre encore pour une 
molecule d’une figure quelconquc, en suhstituant ii la chaleur recue 
par chaque face cello que recevraient ses trois projections. 

II est d’ailleurs neccs.saire que cola soil ainsi : car, si une des mole- 
cules du solidc acquerait pendant chaque instant une quantile de cha- 
leur expri mee par un termc du premier ordim, la variation de sa tem- 
perature serai t infiniment plus grande quc cello des autres molecules; 
e’est-a-dire que, pendant chaque instant infiniment petit, sa tempera- 
ture aiigineiilcrail on diniiuuerait d’une quantite finie, ce qui est 
coiitraire ;i fexperiencc. 

151. 

Nous alloiis a|)[diqiici' cette remarffue a une inoleciile placec ii la 
surface exterieiire du sulide. 

Par nil [loiiit <t d), pris sur le plan des .ip', inenons deux plans 


d <> 


pei'pendieulaires, I’lin ii I’axe dcs.r, I’autre a I’axe des_y. Par un autre 
point h dll ineme plan, infiniment voisin de a, nienons aussi deux 
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plans paralleles aux deux precedents; les ordonnccs ; elcvccs aiix 
points h, c, f/ jusqu’a la surface exterieure dii solide niarqueront 
sur cette surface quatre points a', //, c', d' et scront les aretes d’uii 
prisme tronquedont la base est le rectangle ahcd. Si par Ic point a', 
qui designe lenioins elevedes quatre points a! , h' , c', d', on fait passer 
lit! plan parallele a celui des xy, on retranchera du prisme tronque 
line molecule dont une des faces, savoir a'b'c'd' , sc confond avoc la 
superficiedu solide. Les valeurs des quatre ordonnees aa\ cd , dd' , bb' 
sont les suivantes : 

cc ^z da:, 

da 

cld'=z + ~dy, 
dy • 

bb'z= z da y. 

da dr ‘ 


152 . 

L’une des faces perpendiculaires aux .x ost un triangle, el la face 
opposee est un trapeze. L’aire du triangle est 


etie flux de clialeur dans la direction perpendiculairc a cettii surface 
etant -K^, on a, en omettant le facteur dl, 


pour I’expression de la quantile de clialeur qui penetre pendant un 
instant dans la molecule, a travers le triangle dont il s’agit. 

L aire de la face opposee est ^ 


A- 


da 


da - 


da 


da -f- 
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et Ic flux perpend iculaire a cette face est aussi — en supprimant 

les terme? du second ordre, infmiment plus petits que ceux du pre- 
mier; on rctranchera la quantile de chaleur qui sort par cette seconde 
face do celle qui entre par la premiere, et Ton trouvera 


Ce terme exprime combien la molecule regoit cle clialeur par les 
faces perpendiculaircs aux oe. 

On trouvera par un calcul semblable que la meme molecule regoit 
par les faces perpendiciilaires aux j une quantile de cbaleur egale a 

^ de d:s , , 
df dr 


La quaiitite de chaleur que la molecule regoit par la base rectangu- 


lairo cat 


• K ^ dx dy. 
d-3 


Enfin elle laissc eehapper dans I’air, a travers la surface supe- 
rieurc a'l/c'd', une certaiue quantile de chaleur egale au produit 
de hv par retendue o de cette surface. La valeur de w est, selon les 

principes connus, celle de (Ixdy multipliee par le rapport i designe 

la longueur de la normale, depuis la surface exterieure jusqu’au plan 
(les .t'v, el Ton a 

./ - 



(lone la mobicule perd a travers sa surface a'h'c'd' une quantile de 
chaleur ('gale a 

hv dx dy •§ • 


Or les tonnes du premier ordre qui entrent dans I’expression de la 
quantite totalo de cdialcur acquisc par la molecule doivent se detruire, 
F. '7 
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pour que la variation des temperatures ne soit pas a chaque instant 
line quantile finie; on doit done avoir I’equation (' ) 

K ^ rf>- + K ^ f K ^ dx dy - /«’ I dx dy = o 

dx dx ’ dy dy d^ 

he di> dz d^’ ds 

's~ dx dx dy dy ds 
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En raettant pour ^ et ^ leurs valeurs tiroes de I'cM^iiatiou 


m dx + n dy p dz=o 


(■) Ici encore il y a d^faut de precision dans I’dlablissemenl do reqiiatioii a la surfaco. 
La mdthode suivie par Fourier suppose, ce qui peut fort bion no pas arrivor, (|ii(( lo solido 
dont il considke toutes les faces soit plac(l a I’interieur du corps. 

Au reste, on obtient immediatement celte Equation si I’on dvaliio, d’aprte la rbfjlo donneo 
dans line Note precedents (p. 117), le flux de chaleur qui passe a travors uii element inli- 
niment petit w de la surface; a, p, 7 designant les angles quo fait avee les axes la noniiale 
exterieure au corps, le flux a pour expression 

„ 7 / n \ 


Comrae il doit etre egaU — ^ designant la Lcmperatiiro oxUTiourc au contact 

de r 61 enient, on a 

( B ) K ( COSa -I- ^cosp -f- ^ COS7 j -+-h(v - - ) - o. 


En faisant 2 = o et en remplagant les cosiniis par lours valours (16(lniLcs dc.s oijiuUioris 
cos a _ cosf __ cosy __ zb r 

lit II p ~^rn^ -h -t - p'l- 

on retrouve I’equation (B), mais avee iin sigiie parfaitement doUMunino pour lo radicnl q. 
L’equation (B'), donn^e pliis haut, peut encore s’6criro 

(B”) -K|lHh/,(p-?) = o, 

dv 

^ designant la d6rivee de i> suivant la norraale i la surface, iutdriewf an corps. 

tl. D. 



CHAPITRE II. — SqUATIONS DIFFERENTIELLES. 131 

I 

ct designant par q la quantile [m- -i- -f- jy^)' , on a 

(B) K/m -h K« ^ H- K/J ^ =0; 

on connait ainsi d’une maniere distincte ce que represente chacun de‘ 
terjiies de cette equation. 

En les pirenant tous avec des signes contraires et Ics multipliant pa 
le rectangle dxdy, le premier exprime combien la molecule regoit d' 
clialeur paries deux faces perpendiculaires aux£c,le deuxieme corabiei 
elle en regoit par ses deux faces perpendiculaires aux j, le troisiem 
coinbicn elle en regoit par la face perpendiculaire aux z, et le qua 
trieme combien elle en regoit du milieu. L’equation exprime done qu 
la somme de tous ces tenues du premier ordre est nulle, et que la cha 
leur acquise nc pent etre representee que par des termes du secon 
ordre. 

154 . 

Pour parvenir a cotie equation (B), il faut considerer une des mol 
cules (lout la base est a la surface du solidc comme un vase qui rego 
oil perd la cbaleur par ses dillerentes faces. L’equation signifie qv 
tous les termes du premier ordre qui entrent dans Vexpression de 
cbaleur acquise se delruiscnt mutuellement, en sorte que cet accroi 
seineat de cbaleur ne pent etre expriine que par des termes du secor 
ordre. On pent donuer a cette molecule, ou la forme d’un prisme dre 
dont I’axc est perpendiculaire a la surface du solide, ou celle d’l 
prisme tronque, ou uac forme quelconquc. 

L’dquatiou generalc (A) suppose que tous les termes du prerai 
ordre sc detruisent dans I’interieur de la masse, ce qui est evide 
pour des, molecules prismatiques comprises dans le solide. L’equ 
tion (B) expriine le mdme resullat pour les molecules placees a 
li mites des corps. 

Tels sont les points do vue generauxsous lesquels on peut envisa| 
cette piartie de la thcorie de la cbaleur. 
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I/equation 

dt “ CDV-r^ Oy- dz^J 

represente le mouvement de la chaleur dans I’interieur cles corps. Ce 
tlieoreme fait connaitre la distribution instantanee dans toutes Ics 
substances solides ou liquides; on en pourrait deduire requation qui 
convient a chaque cas particulier. 

Nous ferons cette application, dans les deux articles suivants, a la 
question du cylindre et a celle de la sphere. 


SECTION Till. 

APPLICATION DBS tQUATIONS GfiNfillALES. 
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Designons par r le rayon variable d’une enveloppe cylindriquo quel- 
conque et supposons, comme preced eminent dans rarludo 118, qui' 
toutes les molecules egalement eloignees de I’axe ont a clia([U(> instant 
une temperature commune; v sera une fonction de r et /; r est uiii' 
fonction de y, ir, donnee par I’equation z- -hj-. 11 est (Wident en 
premier lieu que la variation de r par rapport a x est nulle; ainsi le 

^doit etre omis. On aura main tenant, suivaiit les priiie-ipes du 
Calcul differentiel, les equations 


done 


dv 

dv dr 

dU’ 

dU> 

fd/"' 

dv (V^/' 

dz 

~^-Jz’ 

dz^ 

~ dr^- ' 


) ^ Jr dJ 

dv 

__^dr 

d-f’ 

d"- p , 

ydr\ 

dv i)-/’ 

iy 

dr dr’ 

df 



' d/' dy- 


d^r 

' idi-y- 


di> 

f ()- r d-r\ 

dr^ 


WJ . 

+ 57-' 

dy-) 


II faut reinplacer dans le second metnbre les quantites 


d£ ^ ^ ^ 2 ,. 

dj’ dy dz^ ’ dy 
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par leurs valeurs respectives; pour cela, on tirera de lequation 



ct, par consequent. 



la premiere equation, dont le premier membre est egal a r-, donne 


(i) 




2 


la scconde donne, lorsqu’on met pour 




sa valeur i , 


(0 


()^ dir _ £ 
Of ~ /•■ 


Si niaiiitonaiit on suhstitiic dans roquation (a) les valours donnees 
par l(is (ujiiaLioiis [h] i\l {c), on aura 

(T'v T (h\ 

7)V- 7)7- ■“ 7)7 7- 77’ 


done rc'ujuation qni exprime le mouvcincnt do la chaleur dans le 
(“ylindrc* est 

<)r _ fdl^ _ I <)r\ 

()} Ui) ^ r drj 

comme on I’a troiive precedcnnnicnt (art. 119). 

On pourrait aiissi ne point supposcr que les molecules egalcmeiit 
eloignecs do I’axe ont requ unc temperature initiale commune; dans 
cc cas on parviendrait a une equation bcaucoup plus generale. 
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Pom* determiner, au moyen de Tequatioii (A), le iiioiiveincnt de In 
chaleur dans une sphere qui a ete plongee dans un liquide, on regai*- 
dera r comme une fonction de ;• et r est unc fonction do .r, r, - 
donnee par I’equatioii 

retant le rayon variable d’une enveloppe. On aura ensuite 

dv dv dr d-i> (J-c/d/’V di’ d'‘ r 

dx dr dx’ dx^ dr'^ dx-' 

dv dv dr d-v _ d-(’ / d/'V dv (Y- r 

dy~ dr dj' dr- \dK/ dr d)'-’ 

(}Y_d-r 

ds ~ dr dz’ dz- dr- \d5/ dr dz- ' 

En faisant les substitutions dans I’equation gencrale 

^ — JL/^ 

df cu\du-^'^dy^ ^d-v’ 

on aura 


- JLI dvfd-r <Yr 

dt C D I dr’- \d// '^\dz) J ^d/- Vd.r“ dT'^ 


rr-r \ I 

(hr) i' 


L equation 4- /• 4- s^ = fournit les resultats suivants : 


X z=z 

dr 

fdr' 

\- 

(^r 

'' dx' 


) 


r~ 

dr 

fdr' 


()^r 

' iy ’ 

'~Ur. 

) +'■ 

dy- 


. dr 

, (dr'' 


d^r 


f -r — 3 

3-Z 


) 

dz^' 


Les trois equations du premier ordre donnent 
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Les trois equations du second ordre donnent 



el, niettant pour 


dr 


In 


dz 


la valeur i , on a 


d-r d^-r d-r _ 

Faisant les substitutions dans I’equation (a), on aura I’equation 


K 2 di’ 


^ 

~ CE ^ dr 


(jui estla memc que cclle de I’article 114. 

L’equation contiendrait un plus grand nombre de termessi Ton i 
supposait point que les molecules egalement eloignecs du centre o 
re<ju la memo temperature initiale. 

On pourrait aussi deduire de I’equation determinee (B) cedes q 
expriincnt I’etat de la surface dans les questions particulieres oil l’( 
suppose qu’un solide d’une forme donnee communique sa chaleur 
Fair atmospherique, inais le plus souvent ces equations se presente 
d’clles-meines, et la forme cn est tres simple lorsque les coordonne 
sont clioisies convenablement. 


SECTION IX. 


IIHMARQUES GJSNfiRALES. 


157. 

La reclierclic des lois du mouvement de la chaleur dans les solid 
consiste maintenant a integrer les equations que nous avons rappi 
tees: c’est I’objet des Chapitres suivants; nous terminerons celui 
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pai- des remarques generales sur la nature des quantiles qui entrent 

(Ians nofre analyse. 

Pour mesurer ces quantiles et les exprimer en nombres, on les com- 
pare a diverses sortes d’unites, au nombre de cinq, savoir : I’unite de 
longueur, I’unite de temps, celle de la temperature, celle du poids et 
enfm I’unite qui sert a mesurer les quantiles de chaleur. On aurait 
pu choisir pour cette derniere unite la quantile de chaleur qui elevo 
un volume donne d’une certaine substance depiiis la temperature o 
jusqu’a la temperature i. Le choix de cette unite serait preferable ii 
plusieurs egards a celui de la quantile de chaleur necessaire pour con- 
vertir une masse de glace d’un poids donne en une masse pareillc 
d’eau, sans dever la temperature o. Nous n’avons adoptc cette der- 
niere unite queparce qu’elieetait en quelque sorte fixee d’avance dans 
plusieurs Ouvrages de Physique; au reste, cette supposition n’appor- 
teraitaucun changement dans les resultats du calcul. 

158. 

Les elements specifiques qui determinent dans chaque corps les 
effets mesurahles de la chaleur sont au nombre dc trois, savoir : la 
conducihilitepropre, la conducihilite relative a Pair atinosphcriqiie et 
la capacite de chaleur. 

Les nombres qui expriment ces quantiles sont, couirne la pesanteur 
specifique, autant de caracteres naturels propres aux diverses sub- 
stances. 

Nous avons deja remarque (art. 36) que la conducibilih) de la sur- 
face serait mesuree d’line maniere plus exacte si Ton avail des obser- 
vations suffisantes sur les effets de la chaleur rayounante dans les 
espaces vides d’air. 

On peut voir, comme nous I’avons annonce dans la Section I du Cli a- 
pitre I (art. 11), quit n entre dans le calcul quo trois coefficients 
specifiques K, h, C; ils doivent etre determines par des ohsorvations 
et nous indiquerons par la suite les experiences propres a les fairo 
coonaitre ayee precision. 


CllAPlTRE 11. - EQUATIONS UIFFERENTIELLES. 


137 


159 . 

Le nonibve C, qui entre dans le calcul, est toujours multiplie par la 
(lensite D, c’est-a-clire par le noinbre d’unites de poids qui equivalent 
au poids do I’unite de volume; ainsi ce produit C D peut etre remplace 
par le coefficient c. Dans ce cas, on doit entendre, par capacite speci- 
fique de chaleur, la quantite necessaire pour elever de la tempera- 
ture o a la temperature i I’unite de volume d’une substance donn«‘ 
et non I’unite de poids de cette substance. C’est pour ne pas s’ eloigner 
des definitions communes que Ton a rapporte dans cet Ouvrage la 
capacite de chaleur au poids et non au volume; mais il serait prtfe- 
rable d’employer le coefficient c, tel que nous venons de le definir; 
alors il n’cntrera dans les expressions analytiques aucune grandeur 
mesuree par I’unite de poids; on aura sculement a considercr : 

1° La dimension lineaire a?, la temperature v et le temps t; 

2" Les coefficients c, k et K. 

Les trois premieres quantites sont des indeterininees, et les trois 
aulros sont, pour cliaque substance, des elements constants que I’ex- 
perience fait connaitre. Quant a I’linitc de surface et a I’unite de vo- 
lume, cites ii’ont rien d’absolu et dependent de funite de longueur. 


160 . 

Il fa lit main tenant romarquer quo cliaque grandeur indeterminee ou 
coiistaiitc a une dimension qui lui est propre et que les terines d’une 
memo equation ne pourraient pas etre compares, s’ ils n’avaient point 
le inenic exposciiil de dunensioa. Nous avons introduit cette considera- 
tion dans laTbeorie do la cbaleur pour rendre nos definitions plus fixes 
et servir a verifier le calcul; elle derive des notions primordiales sur 
les quantites : e’est pour cette raison que, dans la Geometrie et dans la 
Mecanique, elle equivautaux lemines fondamentaux que lesGrecs nous 
out laisscs sans demonstration. 
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161. 

Dans la theorie analytique de la chaleur, toute equation (E) exprime 
une relation necessaire entre des grandeurs subsistantes a-, z, (’,<?, A, K. 
Cette relation ne depend point du clioix de Timite de longueur, qui d e 
sa nature est contingent; c’est-a-dire qiie, si Ton prenait une unite dif- 
ferente pour mesurer les dimensions lineaires, I’equation (E) serait 
encore la meme. Supposons done que runite de longueur soit cliangee 
et que sa seconde valeur soit equivalente a la premiere divisee par m. 
Une quantite quelconque x qui, dans Tequation (E), represente une 
certaine ligne etqui, par consequent, designe un certain nombre 
de fois Tunite de longueur, deviendra mx, afin de correspondro a la 
meme grandeur aA; la valeur it du temps et la valour e de la tempera- 
ture ne seront point changees; il n’en sera pas de meme des elements 

specifiques h,K, c : le premier A deviendra car il exprime la quan- 
tite de chaleur qui sort, pendant I’unite de temps, de I’unite de surface 
a la temperature i. Si Ton examine avec attention la nature du coef- 
ficient K, tel que nous I’avons defini dans les articles 68 et 135, on 

jg- 

reconnaitra qu’il devient — ; car le flux do chaleur est eii raison 

directe de I’etendue de la surface et en raison inverse de la distance 
des deux plans infinis (art. 72). Quant au coefficient c qui represente 

le produitCD, il depend aussi de I’unite de longueur ct devient^,; 

done I’equation (E) ne doit subir aucun changement si Ton ecrit, an 

■r r T 

lieu de aa, mx, et en meme temps au lieu de K, h, c- le 

non^bre m disparaitra de lui-meme apres ces substitutions : ainsi la 
dimension de a; par rapport a rnnite de longueur est i; cello de K osi 
— I, celle de h est — 2 , et celle de c est — 3. Si Ton attribue a cliaquc 
quantite son eoeposant de dimension^ Teqnation sera homogene, parcc 
quo ebaque terme aura le meme exposaut total. Les nombres tels C|ii(^ 
qui representeraient des surfaces ou des solides, ont la dimension 2 
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dans le premier cas, et la dimension 3 dans le second. Les angles, les 
sinus et autres fonctions trigonometriques, les logarithmes ou expo- 
sants de puissance sont, d’apres les principes du calcul, des nombres 
absolus qui ne changent point avec I’unite de longueur; on doit done 
trouYer leur dimension egale a o, qui est celle de tous les nombres 
abstraits. 

Si I’unite de temps, qui etait d’abord i, devient le nombre t sera 
nt et les nombres a? et e ne changeront point. Les coefficients K, h, c 
seront ^5 c. Ainsi, les dimensions de oc, t, e, par rapport a I’unite 

de temps, sont o, r , o et celles de K, h, c sont — 1 , —1,0. 

Si I’unite de temperature etait changee, en sorte que la tempera- 
ture I devint celle qui repond a un autre elFet que I’ebullition de 
I’eau, et si cet effet exigeait une temperature moindre, qui futa celle 
de I’eau bouillantc dans le rapport de i au nombre p, v deviendrait vp, 
•r et t conserveraient leurs valeurs et les coefficients K, h, c seraient 
K /> c 
p' p’ p' 

Lc Tableau suivaivt represente les dimensions des trois indetermi- 
nees et des trois constantes, par rapport a chaque sorte d’unite : 


Longueur. 

lbX{)osanl (le dimeiision do r i 

» t 0 

)) (’ o 

La coiulacibiliL6 spcciifiquo K — i 

coiuliicibilit6 do la surface h — a 

I.a capacity do duilciir c i 


Durdc. Temperature. 



o 

0 

1 

1 

I 

[ 
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Si Ton conservait les coefficients C et D dont le produit a ete repre- 
seiite par c, on aurait encore a considerer f unite de poids et Ton trou- 
verait quo Texposant de dimension, par rapport a runite de longueur, 
est — 3 pour la densit(i D et o pour C. 

Ell appliquant la regie prececlente aux differentes equations et a 
leurs transfonnees, on trouvera qu’elles sont liomogenes par rapport a 


no 
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eliaque sorte trunite et que la dimension de toiite quantite angalaire 
ou exponentielle estniilie.Si cela n’avait point lieu, on aiirait comniis 
quelque erreur dans le calcul ou Ton y aurait introduit des expres- 
sions abre^ees. 

Si I’on clioisit, par exeniple, I’equation (b) dc rarticlc lOa 

K dU’ _ hi 
dt~<:\s'dx‘- CDi’ 

on trouve qtie, par rapport a I’uiiite de longueur, la dimension de 
ehacun des trois terines est o, qu’elle est r pour I’linite dc tempera- 
tures et — I pour I’unite de temps. 

_ X v/— 

Dans I’equation (’=Ae ‘‘'de Tarticle 76, la dimension lincaitas d(‘ 

chaque fernie est o, et I’oii Yoit qiie celle do I’exposant x\J est 

toujours nulle, soit pour I’unite lineaire, soit pour la duroe on la tem- 
perature. 
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PROPAGA'riON DE LA CIIALEUR DANS UN SOLIDE EECmGDLAmE LNFLNI. 


SECTION I. 

KXPOSITION DE L.V QUESTION. 


163 . 

Lcs questions relatives ii h propagation uniforme ou au mouvement 
varic de la chalcur dans I’intericur dcs solides sont reduites, par ce qui 
precede, ii des proldemes d’Analyse pure, et les progres de cette partie 
de la Physique depcuidroiit desorinais de ceux que fera la science du 
calcul. Les ecpiations dill'erontiellcs que nous avons demontrees con- 
tiennent les resultats principaux do la theovie; elles expriment, de la 
maniere la plus generale ct la plus concise, les rapports necessaires de 
I’analyse nuniericpic avtsc une classe tres etendue de phenomenes, et 
reuuisscnt pour toiijours aux sciences malhematiques une des brandies 
les plus imporlauLes de la Pliilosophie naturellc. II nous reste mainte- 
iiant ii decouvrir I’lisage quo Ton doit faire de ces equations pour en 
deduire dcs solutions completes ct d’une application facile. La ques- 
tion suivante otl're le prcniior cxemple de I’analyse qui conduit a ces 
solutions; elle nous a [laru plus propre qu’auciine autre a faire con- 
naitre lcs eldments de la methode quo nous avons suivie. 


164 . 


Nous supposons qu’une masse solitle homogene est contenue cutie 
deux plans verlicaux B etC paralleles ct infinis, et qu’on la divise en 



% 
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deux. parties par un plan A perpendiculaire aux deux auties {Jig'- 7 )’ 
nous allons considerer les temperatures de la masse BAG comprise 
cntre les tro is plans infinis A, B, C. On suppose que 1 autre paitic 
B'AC'du solide infini est une source constante de clialcur, c est-a-tlirc 
que tons ses points sont retenus a la temperature i, 4^i no peul 
jamais devenir moindre ni plus grande. Quant aux deux solides latc- 
raux compris, Fun entre le plan C et le plan A prolongd, 1 autre onti( 


'■‘B- 7- 



le plan B et le plan A prolonge, tons leurs points ont une tornperaturo 
constante o, et une cause exterieure leur conserve toujours eotte meine 
temperature; enfin, les molecules du solide compris entre A, B et. G 
ont la temperature initiale o. La clialeur passera succcssivomciU <lu 
foyer A dans le solide BAG; elle s’y propagera dans Ic sens de la lon- 
gueur qui est infinie, et en meme temps elle se detourncra vers les 
masses froides B et C qui en absorberont une grande partie. Los tempe- 
ratures du solide BAG s’eleveront de plus en plus; mais ollcs nc ponr- 
ront outre-passer ni meme atteindre un maximum de temperature, (jui 
est different pour les differents points de la masse. 11 s’agit de connaitre 
I’etat final et constant dont I’etat variable s’approclic de plus cn plus. 

Si eetetat final etait connu et qu’on le format d’aLord, il siibsistcj- 
rait de lui-meme, et e’est cette propriete qui le distingue do tons les 
autres. Aussi la question actuelle consiste a determiner les tempera- 
tures permanentes d’un solide rectangulaire infini, compris entre deux 
masses de glace B et G et une masse d’eau bouillante A; la considcim- 
tiondes questions simples et primordiales est un des moyens les pi us 
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certains de deeouvrir les lois des plienomenes naturels, et nous voyons, 
par 1 liistoire des Sciences, que toutes les theories se sent forniees sui- 
vant cette methode. 

165 . 

Pour exprimer plus brievement la meme question, on suppose qu’une 
lame rectangulaire BAG, d une longueur infinie, est echauffee par son 
extremite A et conserve dans tons les points de cette base une tenipA 
rature constante i, tandis que cbacune des deux aretes infinies B et C, 
perpendiculaires a la premiere, est aussi assujettie dans tous ses points 
a une temperature constante o; il s’agit de determiner quelles doivent 
etre les temperatures stationnaires de cliaque point de la lame. 

On suppose qu’il ne se fait a la superficie aucune deperdition de cha- 
leur ou, ce qui est la meme chose, on considere un solide forme par la 
Superposition d’une infinite de lames pareilles a la precedente; on 
prend pour I’axc des x la droite ox qui partage la lame en deux mol- 
lies, et les coordonnees de chaque point m sent x et j; enfin on repre- 
sente la largeur A de la lame par 2 / ou, pour abreger le calcul, par t:, 
valeur de la dcini-circonferencc. 

Concevons qu’un point m de la lame solide BAG, qui a pour coor- 
doniukis X et j, ait la temperature actuelle e, et que les quantites e qui 
repondent aux (liderents points soient telles qu’il ne puisse survenir 
aucun changcuuent dans les temperatures, pourvu que celle de chaque 
point de la liase A soit toujours i, ot que les cotes B et C couservent 
(Ians tous leurs points la temperature o. 

Si foil (iltivait on chaque point m une coordonnee verticale egale a 
la tcmpiirature c, on fonnerait une surface courbe qui s’etendrait au- 
dessus (Ic la lame et se prolongcrait a I’infini. Nous chercberons a con- 
naitre la nature do cette surface, qui passe par une ligne parallele 
(ilevee au-dessus de I’axc des y a une distance egale a I’unite, et qui 
coupe Ic plan horizontal suivant les deux aretes infmies pai'alleles 


aux X. 
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166. 


Pour appliquor I’equation generale 

dt CD (9/- ds- ) ’ 


on considerera que, dans le cas dont il s’agit, on fail abstraction d uno 
coordonnee z, en sorte que le terme doit etrc omis; quant au pre- 
mier membre il s’evanouit puisqu’on veut determiner les tonnpera- 

tures stationnaires; ainsi I’equation qui convient a la question actuelh' 
et determine les pro prietes de la surface courbe cherchee cst cellc-ci 


(«) 


p- (’ (’ 

+ 


La fonction o(a?,r) de x ety, qui represente I’etat permanent dii 
solide BAG, doit ; 

i® Satisfaire a I’equation [a); 

2 " Devenir nulle lorsqu’on substitue — ^ ou -H ^ au lieu di‘ p', 
quelle que soit d’ailleurs la valeur de x; 

3“ Etre egale a I’unite, si Ton suppose a; = 0 et si Ton attribue a p- 

une valeur quelconque comprise entre — ^ et - 4 - 

11 faut ajouter que cette fonction f{x,y] doit devenir extrenieiiKMit 
petite lorsqu’on donne a a? une valeur tres grande, puisque touto ia 
chaleur sort du seul foyer A. 

167. 

Afin de considerer la question dans ses elements, on clierelicra cm 
premier lieu les plus simples lonctions de x Gty, qui puissent satis- 
taiie a 1 equation (a); ensuite on donnera a cette valeur de c iiiK* 
expression plus generale, afin de remplir toutes les conditions cnon- 
cees. Par ce moyen la solution acquerra toute I’etendue qu’elle doit 
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avoir, et I’on clemontrera que la question proposee ne peut admettre 
aucune autre solution. 

Les fonctions de deux variables se reduisent souvent a une expres- 
sion moins composee lorsqu’on attribue a I’une des variables ou a 
toutes les deux une valeur infinie; c’est ce que I’on remarque dans les 
fonctions algebriques qui, dans ee cas, ^uivalent au produit d’une 
fonction de a: par une fonction de y. Nous esaminerons d’abord si la 
valeur de e peat etre representee par un pareil produit; car cette fonc- 
tion > doit represeiiter I’etat de la lame clans toute son etendue, et par 
cons(k{uent celui des points dont la coordonnee cc est infinie. On 
ecrira done 


substituant dans requation {a) et designant ^ 
par/"( x), on aura 


¥"{.v) 

!'(•«) 


■fill 

A. 7) 


par Y"{x) et ' 


on pourra done supposer 


F"(.r) 

FOr) 


zr: rnr 


et 


■fill 

/(/) 




9 


in etant une constante quclconque; et, coinme on se propose seulement 
dc trouver line valeur particuliere de v, on deduira des equations pre- 
cedontes 

F ( .r ) = f{y) — cos my- 


168 . 

On nc pourrait point supposer que m est un nonibre negatif, e.t Ton 
doit necossairenicnt cxclure toutes les valeurs particulieres de v oil il 
entrerait des termes tclsque eP'^, m etant un nombre positif, parce que 
la temperature ne pout point devenir infinie lorsque x est infiniment 
grande. En elfet, la cbalcur n’etant fournie que par la source con- 
stante K, il nc peut en parvenir qu’une portion extremement petite 
dans les points dc I’espace qui sent tres eloignes du foyer. Le reste se 
F. '9 
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detourne de plus en plus vers les ar^es infmies B et C et se perd dans 
les masses froides qu’elles terminent. 

L’exposant 771 qui entre dans la fonction e~’"^ c,osmy n’est pas dd- 
termine, et Ton pent choisir pour cet exposant un nonabre positif 
quelconque; mais, pour que v devieniie nulle en faisant j = ^ ou 

y = + y quelle que soil x, on prendra pour m un des termes de la 
suite 1 , 3 , 5, 7 , par ce moyen la seconde condition sera remplio. 

169. 

On formera facilement une valeur plus generale de e en ajoutant pi u- 
sieurs termes semblables aux precedents, et Ton aura 

(A ) — ae~^ cosj' ■+- be~^^ cos 3 j cosSy -t- C0S7 

II est evident que cette fonction v, designee par <p(.x-, y), satisfait a 
I’equation 

d- V V 

et a la condition 



II reste a reniplir une troisieme condition, qui est expriinec ainsi 

et il est necessaire de remarquer que ce resultat doit avoir lieu lors- 
qu on met pour y une valeur quelconque, comprise entre — — (>(, 

-I- -• On ne peut en rien inferer pour les valeurs que prendrait In 
fonction ^{o,y) si Ion inettait au lieu de y une quantile non com- 
prise entre les limites _ ^ et + L’equation [b] doit done otre 
assujettie a la condition suivante : 

I — a COS/ -h b cos3/ -h C cos5j + . . . . 

C’est au moyen de cette equation que Ton determinera les coefficients «, 
6 , c, d, * , . , dont le nombre est infini. 
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Le second mcrabre est une fonction de y, cjui eqiiivaut a riinite 

toutes les fois quo la variable y est comprise entre — ^ et -f- -- On 

poLirrait douter qii’il existat une pareille fonction, mais cede question 
sera pleinement eclaircie par la suite. 

170. 

Avant de donner le calcul des coefficients, nous remarquerons I’effet 
que represento chacun des termes de la serie dans I’^uation (&). 

Supposons que la temperature fixe de la base A, an lieu d’etre egale 
a I’unitc pour tous ses points, soitd’autant moindre que le point de la 
droite A est plus eloigne du milieu o, et qu’elle soit proportion nelle 
au cosinus de cette distance; on connaitra facilement dans ce cas la 
nature do la surface courbe clont I’ordonnee verticale exprime la tem- 
perature e, ou ip(a7, j). Si I’on coupe cette surface a I’origine par un 
plan perpendiculaire a I’axe des x, la courbe qui terniine la section 
aura pour equation 

<’ = rtCOSj'; 

les valours des coefficients serontles suivantes 

a Ij ~o, C “ 0, d zz: o, 

ainsi de suite, et Toquation de la surface courbe sera 

p zz ae~^ cos 

Si Ton coupe cotto surface perpendiculairement a I’axe des y, on 
aura une logarithmiquc dont la convexite est tournee vers I’axe; si on 
la coupe perpendiculairement a I’axe des x, on aura une courbe trigo- 
nometrique cjui tourne sa concavite vers I’axe. II suit de la que la fonc- 
tion ^ a toujours une valeur positive, et que celle de est toujours 

negative. Or (art. 123), la quantite de chaleurqu’une molecule acqiiiert, 
a raison dc sa place entre deux autres dans le sens des x, est propor- 
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tionnelle a la valeur de il s’ensuit done que la molecule interme- 

diaire regoit, de celle qui la precede dans le sens des x, plus cle chaleiii* 
qu’elle n’en communique a celle qui la suit. Mais, si Ton considei'c 
cette meme molecule comme placee entre deux aiitres dans le sens 

desy, la fonction ^ etant negative, on voit que la molecule interme- 

diaire communique a celle qui la suit plus de chaleui’ qu’elle n’en 
regoit de celle qui la precede. 11 arrive ainsi que I’excedent de clialcur 
qu’elle acquiert dans le sens des x compense exactement cc qu’clle 
perd dans le sens des /, comme I’exprime I’equation 

l ^ H — v — ii — 

OJC'- a/- 

On connait ainsi la route que suit la chaleur qui sort du foyer A. Elio 
se propage dans le sens des x, et en meme temps elle se decompose ('n 
deux parties, dont Tune se dirige vers une des aretes, tandis que 
I’autre partie continue de s’eloigner de I’origine pour etre dccomposee 
comme la precedente, et ainsi de suite a I’infmi. La surface que nous 
considerons est engendree par la courbe trigonometrique qui repond 
a la base A, et se meut perpendiculairement a I’axe des .%■ en suivant 
cetaxe, pendant que chacune de ses ordonnees decroit a I’intini, pro- 
portionnellement aux puissances successives d’une memo Iraction. 

On tirerait des consequences analogues, si les temperatures tixos de 
la base A etaient exprimees par le terme b cos3j, on par I’un des 
termes suivants ccos5j, ...; et Ton peut, d’apres cela, sc former iuk; 
idee exacte du mouvementde la chaleur dans les cas plus generaux; 
car on verra par la suite que ce mouvement se decompose toujours en 
une multitude de mouvements elementaires, dont chacun s’accoinplit 
comme s’il etait seul. 
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SECTION II. 

PpMlER EXEMPLE BE l’USAGE DES SERIES TRIGOxNOM^TMQUES 
BANS LA THfeORlE BE LA CHALELR. 

171 . 

Nous reprendrons maintenant Tequation 

\ — a cos j +- b cos 3_7 -h c cos -\-d cos 7 j -t- . . . , 

dans laquelle il faut determiner les coefficients a, b, c, d, — Pour 
que cette equation subsiste, il est necessaire que les constantes satis- 
fasseiit aux equations que Ton obtient par des differentiations succes- 
sives, ce qui donne les resultats suivants 

1 — acosj-h 6cos3jr-t- ccos5j-+ C 0 S 7 / -h. . 
o = « sin j + 3 &sin3j/ -ho csin 5j -h 7 d sin 7^7 -h. . 
OT=acosjr-h 3‘^t»cos3/H-5*'ccos5jK-h7^ctcos7j'-h. . 
o asin/ -h 3 ^t> sin 3j -h 5*c sin -hj^dsin jj -h. . ., 

ot ainsi do suite a I’infini . 

Ccs equations dovant avoir lieu lorsque/ = o, on aura 

I=a-h l> -h c-h d e ■+- /-jr g'-h. . 
o t= a -h 3-& -I- 5^c -h 7'<j? -1- + 1 • • •> 

o = a -h 3‘& -h 5*c-h 7 ’'<^-l- 9*e-h. . 
o = a -h 3‘''t> -h 5'c -h j'^d-^-. . 
o = a -h 3® & -h 5® c -h • , 


Le nombre de ces equations est infini comme celui des indetermi- 
nees o,, h, c, d, c, . . . . La question- consiste a eliminer toutes les incon- 
nues, excepte une seule. 
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172. 


Pour se former une idee distincte du resiiltat cle ccs eliminations, 
on supposera que le nombre des ineonnues a, b, c, d, ... est 'd’aboi'd 
defini et egal a m. On emploiera les m premieres equations seulement, 
en effaeant tous les termes ou se trouvent les ineonnues qui suivon t los 
m premieres. Si Ton fait successivement jn — in ~ 3, rn ~ 4 , m — .3, 
ainside suite, on trouveradans chacune de ccs suppositions les valenrs 
des indeterminees. La quantite a, par example, rccevra une valour pour 
le cas de deux ineonnues, une autre pour le cas de trois inconmies, ou 
pourle casdequatre ineonnues, ou successivement pour un pins grand 
nombre. H en seradememe de I’indetermince h, qui rocevra autant do 
valeurs differentes que Ton auraeflfectue cle fois I’el imination ; chaeuin' 
desautres indeterminees est pareillement susceptilde d’uno inlinite (!(* 
valeurs differentes. Or la valeur d’une des ineonnues, pour lo cas oil 
leur nombre est infini, est la limite vers laqiielle Lcndent continiiel- 
lement les valeurs qu’elle regoit au moyen des eliminations sucei's- 
sives ('). II s’agit done d’examiner si, a mesure quo le nornbn^ dc.s 
ineonnues augmente, cliacune des valeurs a, b, c, d, ... no t;on verge 
point vers une limite finie, dont elle approche continuellonicnt. 

Supposons que Ton emploie les sept equations suivantes : 


' — ^ -t- c + of -I- e + / - h g, 

0 = a -4- 3 “- 6 4- 52 c + 72 (i + 92 e-+-ir- /-hr T- g, 

0 = a 4 - 4 - 5 '^ c 4- 7^ J gt e-hii’’ /-+■ r 3 '' g, 

o = a4-3® t>4-5® C4-7® tff4-9® e4-ii“ 1 3» g^ 

° = ^ 6 4 - 5 ® c 4- 7® e/ 4-9® e H-i I® y-h i3» g^ 

0 = a b ijio y , 311)^,^ 

o—a~\- 4 - 5 ‘®c-f -|-gi2g_|_ jji*> 




G. 1). 



CHAPITRE III. - SOLIDE RECTANGULAIRE INFINI. 151 
Les six equations qui ne contiennent plus ^sont 

i.(r32-32)4- c(i32-52)-(- ,/(, 32-72) ^(132-92;- 

0=r.(l32_,2)^_32 ^,(,32- 32)4-52 c(i 32-52) + 72 rf(l32_72) + g2 
^ 0 =«(i 32 -. 2 )h -34 ^'(i32_32)-h5v c(.32-52) + 7Wqi32-72)_.9 ie(, 32_g.r)^„//(,3 ._,,., 

o = «(i 32 _, 2 )h. 3 o ^-(i 32-32 )h- 5« ^(132-52)4-76 ,?(,32_72) + 90 e(r32-92)-Mi2 /(,32-,,2 , 
I 0 = «(i 32 -i 2)44 3S i(i32- 32)4-56 c{l 32- 52 ) -4 7« (^(.32-72)4- 98^(132-92)^,18 /(l32-„2, 
I 0 = «(132- ,5) 4- 3 >o^>(, 32- 32) 4- 520c(i32- ■52) -4710,^(132-72)4- 910^(132-92) 4- , ,10 /, ,30_,,r, 

En continuant reliniination, on obtiendna I’equation finale en ft,qui 
est 


— P)( 9 ’- — i-)(7--i')(5’-— i^)(32-i2) = i32.ij2.92.72. 52.32.12. 


173. 


Si Ton avail employe un nonnbre d’equations plus grand d’une 
unite, on aurait trouve, pour determiner a, une equation analogue a 
la prececlente, ayant an premier membre un facteur de plus, savoir : 
i5^ — 1 et au second membre 1 5- pour un nouveau facteur. La loi a 
laquellc ccs differentes valeurs de a sont assujetties est evidente, et il 
s’ensuit que la valour de a qui correspond a un nombre infini d’equa- 
tions est exprimde ainsi 


oil 


32 52 72 92 u2 132 

"32 I 52 I .^2 j jf2 j j 32 j 

__ 3.3 5.5 7.7 9.9 ii . 1 1 i 3 . i 3 
^ 2.4 4-6 6.8 8.10 10.12 12. i4 


& 


Or cetto dernicre expression est connue et, suivant le theoreme de 
Wallis, on en conclut 


4. 


II lie s’agit done maintenant que de connaitre les valeurs des autres 
indeterniinees. 
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174 . 

Les six equations qui restent apres I’elimination de g peuvcnt 
eomparees aux six equations plus simples que Ton aurait employees 
s’il n’y avail eu que six inconnues. Ces dernieres equations diflereiil. 
des equations (c) en ce que, dans celles-ci, les lettres f, e, d, a, h, a 
se trouvent multipliees respectivement par les facteurs 

i3= — 9® i35_7“- i32 — 52 iS-— 3* i32— ('■> 

13, > J35- 5 ,32 ’ 1^-2 ’ i 3 ’- ’ Th--^ 

II suit de la que, si I’on avait resolu les six equations lineaires que 
Ton doit employer dans le cas de six indeterminees, ct qiie Ton cut 
caloule la valeur de chaque inconnue, il serait facile d’en conclnre la 
valeur des indeterminees de meine nom, correspondantes au ens oil 

I on aurait employesept equations. II suffirait de multiplier les valcur.s 
de/, e, d, c, b, a, trouvees dans le premier cas, par des facteurs conrrus . 

II sera aise, en general, de passer de la valeur de Tune des quantiles, 
prise dans la supposition d’un certain nombre d’equations et cl’ini'.on- 
nues, a la valeur de la nieme quanlite, prise dans le cas oil il y aurait 
une inconnue et une equation de plus. Par exemple, si la valeur de/ 
trouvee dans 1 hypothese de six equations et six inconnues cst ropre- 
senlee par F, celle de la meme quantile prise dans le cas (I’liuc 

inconnue de plus sera F Cette meme valeur, prise dans li; <;as 

de huit inconnues, sera, par la meme raison, 

V iS* 

132 — u2 

et, dans le cas de neuf inconnues, elle sera 

F— ID* ,72 

i5*-hs 

atnsi de suite. II suffira de meme de connaitre la valeur de l>, corres- 
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pondante an cas de deux incomiues, pour en conclure celle de la raeme 

lettre qui correspond au cas de trois, quatre, cinq inconnues On 

aura seulement a multiplier cette premiere valeur de b par 

7~ ft- iP- 
52—32 72—32 92—32 H2— 32 ■■■■ 

Parcillement, si Ton connait la valeur de c pour le cas de trois incon- 
nues, on multiplicra cette valeur par les facteurs successifs 



on calculera de meme la valeur de d pour le cas de quatre inconnues 
seulement, et Ton multiplicra cette valeur par 

9 ~ iP 1 32 1 32 

92 72 Il2 n2 j32 ^2 j52 

Le calcul de la valeur de a est assujetti a la meme regie ;'car, si Ton 
prencl cette valeur pour le cas d’une seulc inconnue et qu’on la mul- 
tiplie successivemcnt par 

32 52 72 92 

32_,2’ 52_j2’ j2’ •••’ 

on trouvera la valeur finale de cette quantite. 

175. 

La question est done reduite a determiner la valeur de a dans le cas 
d’unc inconnue, la valeur de h dans le cas de deux inconnues, celle de c 
dans le cas de trois inconnues, etainsi de suite pour les autres incon- 
nues. 

II est facile de juger, a I’inspection seulc d'es equations et sans 
F. 


20 
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aucun calcul, que les resultats de ces eliminations successives doivonl 




e 


3 ^ 5 '^ 7 °- 

I--9- 3- — 9" 5-— g- 7-— 9-’ 


176. 

11 ne reste qu’a multiplier les quantiles preceilontcs par les sdrios 
(les produits qui doivent les completer et que nous avons doiuids 
'art. 174). On aura, en consequence, pour les valcurs finales <U's 
inconnues a, b, c, d, e,f, ..., les expressions suivantes : 


a — I 

3^ 

5^ 

7’- 

9‘^ I l2 

3'^- I" 

5- — 1 ^ 

7^-1^ 

9 -— I 1 -— 

b— 

5- 


9^ 

iT- 


3-^ 


OO 

1 

(M 

I l2 ~ 3^ 


3’- 

«> 

y" 

9* 

11 ^ 

‘ “ 1^-5^ 

3^— 5- 

7-~5- 

9 - — 5^ 

n -2 — 5‘^ * ■ 


3^ 

5- 

9^ 

ii 2 

!>& 

1 

III 

M 

1 

Tl 

5^-7^ 

9- - 7 ' 

II*— 7 ^ 

I - 

e — 

3^ 

5* 

7- 

ii^ 1 3 * 


3'~9- 


7'--9'= 

11 ’- — 9 * i3*— 9 * 

f- . 

3-’ 

5* 

7^ 

9 " 1 3^ j.5'^ 

I- — 

3^ — ir- 

5-— Il 2 
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La quantite ou le quai‘t de la circonference, equivaut, suivant le 
tlieoreine de Wallis, ii 

2.2 [\.[\ (k 6 8 . 8 I O . I O 12.12 I [\.\l\ 

1.08.55.77.9 9.11 ii.i 3 i 3 .i 5 

Si ron remarque maintenant quels sent, dans les valeurs de a, !), 
c, (I, e, , les facknirs qiie Ton doit ecrire aux luimerateurs efc aiix 
(lonominateurs, pour y completer la double serie des noinbres impairs 
ct (les nombres pairs, on trouvera que les facteurs a suppleer sont 

Pour b 

Pour c. 

Pour d 

Pour e. 


ZiZ 

i4 

9-9 

18 


Pour /. 


22 
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!5C 

e[ Ton en conclut 



177. 

C’estainsiqu’on est parvenu a effectuer entierement Ics eliminations 
et a determiner les coefficients a, b, c, d, ... de requation 

i=:acosKH-&cos37-+-ccos5/-t-c?cos7jK-l-ecos9y-i-. . . . 

La substitution de ces coefficients donne [’equation suivante : 

y =cos/ — 4cos3 ^cos5y — - cos 7 / 4- -cosg/ ^ cos i i,r -h. • . . 

4 ^ ^ 7 9 ^ ^ 


Le second membre est une fonction de y qui ne change point de 
valeur quand on donne a la variable y une valeur comprise entre — 
et -H II serait aise de prouver que cette serie est toujours conver- 
gente; e’est-a-dire que, en mettant au lieu de j un nombre quelconque 
et en poursuivant le calcul des coefficients, on approche do plus en 
plus d’une valeur fixe; en sorte que la difference de cette valeur a la 
somme des termes calcules devient-moindre que toute grandeur assi- 
gnable. Sans nous arreter a cette demonstration que le lecteur peut 
suppleer, nous ferons remarquer que la valeur fixe dont on approche 
continuellement est ^ si la valeur attribuee a y est comprise outre 
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o et mais qu’elle est — | si j est comprise entre ^ et — ; car, 
dans ce second intervalle, chaquc terme de la serie change de signe. 
En general, la limite de la serie est alternativeinent positive et nega- 
tive; au reste, la convergence n’est point assez rapide pour procurer 
line approximation facile, mais elle suffit pour la verite de I’equation. 


178 . 


L’equation 


y 


cos 


I 0 I - I 
X — ■ ^ cos3 -t- -p COSD J? cos 7 a; -h , . . 


appartient a une ligne qui, avantajpour abscisse et j pour ordonnee, 
est composee dc droites separecs dont chacune est parallele a I’axe et 
egale a la demi-circonfcrcncc. Ces paralleles sent placees alternati- 
vement au-dessus ct au-dessous de I’axe, a la distance et jointes 
par des pcrpendiculaircs qui font clles-memes partie de la ligne. Pour 
se former une idee exacte de la nature de cette ligne, il faut supposer 
que Ic nombre des termes dc la function 


I , Jr 

cos.r — TrCOsS.r -H t^coso jc — . . . 
d 5 

reqoit d’abord une valour dctcrmincc. Dans ce dernier cas, I’equation 

I I .- 

V == cos.r — t; coso.c -h p COSO a; — . . . 

3 5 

appartient a une ligne courbe qui passe alternativement au-dessus et 
au-dessous de I’axe, on le coupant toutes. les fois que I’abscisse .r 
devient egale a rune des quantites 


— t— 


TT 

2 



a mesure que le nombre des termes de I’equation augmente, la courbe 
dont il s’agit tend de plus en plus a se confondre avec la ligne prece- 
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dente, eomposee de droites paralleles et de droites perpendiculaires, 
en sorte que cette iigae est la limite des differentes courbes que I’on 
obtiendrait en augmentant successivement le nombre des tcrmes. 


SECTION III. 

11E.>IARQUES SUR CES SERIES. 

179 . 

On pent envisager ces noemes equations sous im autre point de mu’; 
et demontrer iinmediatement Teqiiation 

- = cos.r— ^cos3j?-h4cos5,r — ~cos7.r-i-;^cos9.r — . . . . 

4 3^79 

Le cas oil (v est nulle se verifie par la serie de Leibnitz 



Ensuite on supposera que le nombre des tenues de la serie 

I o I t- I 

COS^ — t: COS3j? ^ cos 5^ cos 7 ^ -h . . . , 

o 0 7 

au lieu d’etre infini, est determine etegal a m. On considcrera la valcur 
de cette suite finie comme une function de a? et de m. On reduira la 
valeur de la function en une smue ordonnee suivant les puissances 
negatives de m: et Ton reconnaitra que cette valeur approche d’autant 
plus d’etre constante et independante de x, que m est un plus grand 
nombre ('). (*) 

(*) Oa remarquera que, dans cette dtude de quelques series particuli^rcs, Fourier suit 
preeisement la niethode qui a permis plus tard a Dirichlet d’obtenir pour la promi6re Ibis 
une ihforie complfetemant rigoureiise des series trigonomdtriques. Cette mdlhodo consisle, 
comme on le veil, ii exprimer par une int6grale d^flnie la somme des m premiers tonnes 
de la sdrie, puis cherclter la limite de cette intdgrale. G. |). 
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Soil y la fonctioii chercbee qui est donnee par Tequation 


y — cos jt — t: cos 3^ 
3 


- COSD.'T COS7.X‘ H- . . . — 

D 7 


cos ( 2 m — I ) 

2 /?i — 1 ^ ^ 


le normbre m des termos elant suppose pair. Cette equation, differen- 
tiee par rapport a a?, donnc 

dy . , r, . r* 

— zn sin.r — suiSj:* -f- sinox — 51117 x -h .. . 
dx ' 

4- sin ( 2 ;?i — 3 )x — sin ( 2 7?i — - i ) .r* ; 


en multipliaat par 2 sin 2.^:4 on a 


^ dy 
dx 


sin 2^‘ 


2 siiKr sin2 jr — 2 sin 3.2? sin 2. r -h 2 sin5a.“ sin 2 2:: 4- . . . 
4- 2 sin(2m — 3).2? sin2.r — 2 sin (2 777 — i).2: sin2e2*. 


Cliaque termc clu second inemhre etant reniplace par la difference de 
deux cosinus, on en conclura 


dr . 

— 2 4— Sin 2 X 
dx 


cos (— x) — ' cosSci? 

— cos X 4- cos '^iX 
4- cos 3^ — cos 7.2? ‘ 

— cos5.x‘-hcos 9.r 


4- cos ^ X — cos I I X 


4- cos (2/77 — 5 ) .r — cos ( 2 777 — l)x 

C0S(2/7?. — 3)^ -4 C0S( 277l 4- 1)X, 

Le second rnenibre se reduit a cos(2m -4 i )ir — cos(2;?2 
— 2 sin 2//2.r sin^*; done 


y 


I 


/ 


s in 2 /HA- 
COS j; 


dx. 


i).r on 


■ 180 . 

On integrera le second membre par parties, en distinguant dans 
I’integrale le facteur ?,i\\‘imxdx, qui doit etre integre successivement. 
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f*t k‘ facteur — - — ou secj; ciue Ton doit differentier successivement ; desi- 

cos*z* ^ 

"nant les resultats de ces differentiations par sec' a?, sec" a:-, sec'" a:--, . . 

on aura 


2 J=; const. — ; 


- cos2;?i^ sec^ 


J—T sin2/?i.2? sec^^ ■ 




-cos 2 m.r sec • 


ainsi la valeur de j, ou 


cosa‘ 


-cos 3^ - 


-coso^r- 

D 


• -00870.’- 

7 


2 m — I 


cos (2 m — i).r, 


qui est une fonction de et m, sc trouve exprimcc par une sovxo 
infinie; et il est manifesto que, plus le nombre m aiigmente, plus la 
valeur de v approehe de celle de la constante. C’est pourquoi, lorsque 
le nombre m est infini, la fonction y a une valeur deterniineo qni est 
toujours la meme, quelle que soit la valeur positive de a;, moindre quo 

Or, si Ton suppose Tare oc nul, on a 



qui equivaut a 7 • Done on aura generalement 
4 


w 


r m COSJ: ■ 


• 2 cos3^- 


rC 0 S 5 ^ 


I I 

-cos7jr -H -cosQ^r — . . . . 


181 . 

Si dans cette equation on suppose on trouvera 

2\/2 3 5 7 9 n j 3 

Eti donnant a Tare x d’autres valeurs particulieres, on trouvera 
d autres series quit est inutile de rapporter, et dont plusieurs ont 
deja 6te publiees dans les Ouvrages d’Euler. Si Ton inultiplic Tequa- 
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tion [b] par dx et que Ton iiitegre, on aura 

. I • 0 ' • K I • 

— sina; — sin3.3:- + — smo^ ; 51117.2; +. . . . 


En faisant dans cette derniere equation on trouve 


71 - 


8 


= I + 






serie deja connue. On pourrait enumerer a I’infini ces cas parlic 
liers; mais il convient mieux a Tohjet de cet Ouvrage-de determin 
en suivant le meme precede, les valeurs de diverses series formees 
sinus ou de cosinus d’arcs multiples. 


Soit 


182 . 


r = sin X — - sin?, h- 4 sin 3 .r — y sin I4X -h . ■ . 

2 O 14 

_j i — sin ( m — I ) ^ sin ma' 

tn — I ^ ^ in 


rn etant un nombre pair quclconque. On tire de cette equation 

cIy 

-y- = COS a? — cossd? - 1 - cosS.r — cos4ir-l - . . . + cosf/n — i).!' — cosmx 
dx 

inultipliant par 2 sina? et rcinplacant chaque terme du second mem 
par la diflerence de deux sinus, on aura 

2 siiiic ™ = sin (« + x) — sin {.r — x) 

— sin (a .2; -I- x) H- sin( 2 a;— x) 

-h sin (3.2? -H .r) — sin (3.2' — x) 


-1- sin[(»t — ar] — sin[( 7 n — i)^; — .2?] 

— sin(7«2i? H- «) -H sin(n7;»— x) 


et, eu reduisant, 


m 
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ta quantise 


smmx— sin{mx -f- a^) 


oil 


sin ^ 7 ; 


eqiiivaiit a 
on a done 


X X 


— 2 sin - cos ( 7 nx-\- 
2 


X X 

• sin ( 771X -H " 


dy 


sin- 


ou 


on en conclut 


cIjc 1 siiiJ: V 

I 


COS ( 777 ^ H- - 
2 


dy I 

dx 2 




COS ym X ■ 


X 

2 cos- 
2 


cos mx H — 
2 


X 

2 cos — 
2 


-- dx. 


Si I’on int^re par parties, en distinguant Ic facteur - ou see ^ 

cos 

‘A 

qui doit etre successivement differentie et le facteur cos^ot.^m- 
que Ton integrera plusieurs fois de suite, on foriiiera unc series dans 
laquelle les puissances de m + ^ entrent aux denomiiiatcurs. Qiianl a 
la constante, elle est nulle parce que la valeur de y conimcncc: avee 
celle de x. II suit de la que la valeur de la suite finie 

I . I ■ o I • c 1 • ' • 

sin oC sin 2 ^ -t- u sin 3 a; — ■= sinoa^ ^ — sin7J» — ... — - - sin in.v 

1 6 5 j ' III 


difiere extremement peu de -> lorsque le nombre dcs termes est tri's 
grand; et, si ce nombre est infini, on a I’equation deja connui' 


X 

2 


sin^— -sin 2 ^-h ^sinS^— '^sin4^ -h 4 sin 5.: 
2 6 ^ 
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On pourrait aussi cleduire de cette derniere serie celle que nous avons 
donnee plus haut pour la valeur de |- 


183. 


Soil maintenant 


y — - COS 2^ — 7 COS 4-3? -H 7 COS 6 .37 — . . . 

2 4 0 

_] COS (2 772 — 2 )^ COS 2 7 ? 7 cr', 

2 77i — 2 ^ ^ 2 m 

rn etant un nombre pair. Differentiant, multipliant par 2 siii 2 ^r, sub« 
stituant les differences de cosinus et reduisant, on aura 


2 !^ 

dx 


: — tang.r H — 


sin(2 77z -h i)^ 


COS. 2 : 


ou 


2/ me — / taiig^’ dx -H 


J COS^ 


Integrant par parties le dernier terme du second membre et supposant 
m infini, on a 


r C H log cos a?. 

■' 2 


Si, dans I’equation 


j — cos 2 .r — ^ cos4a; + g cos6^ — gCOsSa: h-. . . , 


on suppose x nulle, on trouve 


done 


I I I I I , 




y zri: d log2 -H ”10g COS.37. 


On parvient ainsi a la serie donnee par Euler 


log 


(^2 cos ^ 


; cosa; — -cos 2 iJ? + 4 cos 3 a? — j cos 4^ + . . . 
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184 . 


Ell appliqiiant le meme precede a Tequation 


y=:smx-^- ^sinSeZ^H- 4siii5.r-i- - sin 7 . 1 ^ H-. . 

3 D 7 

on trouvera la serie suivante, qui n’avait pas etc roniarqiie(‘. : 

t : . I . o I . p . I . r , 

7 = sin.r + -siii3 jc? -f- ^siiiDcT h — sin 7 .r -1 — sino.z* ~h . . . . 

4 3 D 7 9 

II faut observer, a Regard de toutes ces series, qiie les e(|iia lions (|ui 
en sent forniees n’ont lieu que lorsque la variable x cst coinprisi’! (Milr(‘ 
certaines limites. C’est ainsi que la fonctioii 

cos “ 0 cos 3 .r -H j cos djc — - cos 7 .r -h . . . 

nest equivalente a ^que si la variable a; est conlenue (uitn^ les linul(‘s 
que nous avons assignees. II eii est de meme de la serici 

sin . 2 ? — i sin 2 ^ H- i sin 3 ^ — -i sin 4 .r -h - sin 4 .r • . . 

Cette suite infinie, qui est toujours convergente, donno I;i valciii- 
toutes les fois que Fare a:; est plus grand que o et moiudre, (jiu'. tt. Mais 
elle n’equivaut plus a J si Fare surpasse tc; elle a, au conlraire, des 
valeurs tres differentes de car il est evident que, dans Finlervalle 

deaj^TT a a; = 2u, la fonction reprend avec le signe contraire (()ut(-s 
les valeurs qu’elle avait eues dans Fintervalle precedent, depuis a; . o 
jusqu’a 07 = TT. Cette serie est connue depuis loiigtcmps; mais Fana- 
lyse qui a servi a la decouvrir n’indique pas pourquoi le resultat ccsse 
d avoir lieu lorsque la variable surpasse tu. 

II faut done examiner attentivement la methode que nous venoiis 
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d’employer et y cherclier I’origine de cette limitation a laquelle les 
series trigonometriques sont assujetties. 


185 . 

Pour y parvenir, il sulFit de considerer que les valeurs exprimees par 
les suites intinies ne sont connucs avec une entiere certitude que dans 
les cas oil Ton peut assigner les limites de la somme des termes qui les 
completent; il faut done supposer qu’on emploie les premiers termes 
seulement de ces suites, et trouver les limites entre lesquelles le reste 
est compris. 

Nous appliquerons cette remarque a Tequation 

I o * t 

y ~ cos ./• — ■;r cos o .r -f- - cos D COS 7 -h . . . 

d ;) 7 

cos (2/??. — 3 ),r cos(2/n — 

2 m — 3 2 ni — i ’ 

le nombre des termes est pair et represente par m; on en deduit cette 
equation 

dy sill 2 

;>, , 

d,v COS.r 


croLi Ton pout tirei* la valeuv dc en integrant par parties. Or Tinte- 
grale jwdx pent dire resoliie en une scrie coniposee d’aiitant de 
termes qu’on lo voudra, ii et e etant des fonctions de x. On peut ecrire, 
par exeinple, 

/ dx 'IT: c -i- a fv dx — dx f (’ dx 

H- ~ f dx f dx f c dx - J [cl / dx f dx f v dx'^ , 

equation qui so vcritie d’elle-menie par la differentiation. 

En designant sin :tmx par e et secx par u, on Irouvera 
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186 . 

II s’agit maintenant de connaitre les limites entrc lesqucllcs osl 
comprise I’integrale 

— f cos2ma; d sec" j: 
nr 

qui complete la suite. Pour former cette integrale, il faiulrait. doniKU' 
it Fare x une infinite de valeurs, depuis o, terme oil I’intcgrale (‘(hii- 
mence, jusqu’a x qui est la valeur finale de Fare, determiner pour 
chacunc des valeurs dex celle de la differentielle dsec"x et celle du 
facteur cos2ff^ar, et ajouter tous les produits partiels; or !(' lacti'ur 
variable cosama? est necessairement une fraction positive on niiga- 
tive : par consequent, Fintegrale se compose de la soinnie des valiuii’s 
variables de la differentielle dsec"x, multipliees respectivenient par 
des fractions. La valeur totale de cette integrale est done moindre (jiu' 
la somme des differentielles dsec"x, prises depuis .x = o jusqu’a .r, et 
elle est plus grande que cette meme somme prise negativemenl; car, 
dans le premier cas, on remplace Ic facteur variable cos2//2.r; par la 
quantite constante i, et, dans le second cas, on remplaci'. c(i facL'ur 
par — I. Or cette somme des differentielles dscc"x, ou, ei*. <]ui 
est la meme chose, Fintegrale fdsGc"x, prise depuis .r-'-o, I'st 
sec"a 7 — sec"o; sec" a; est une certaine function de .x, et sec"o est la 
valeur de cette fonction, prise en supposant Fare x mil (' ). 

L’integrale cherchee est done comprise entre 

+ (sec'^? — sec"o) et —(sec" a; — sec"o),- 
e’est-a-dire que, en representant par k une fraction inconnuc positive 

(•) Fourier neglige d’6noncer ici une des conditions qui sont ndccssairos pour I’exacli- 
tude du raisonnement, a savoir que tous les elements de I’inldgrale 

J" d{s6(fx) 

soient de mfeme signe. Cette condition est d’ailleurs satisfaite, commo on s’ on assureru 
sus6ment. ,, 
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oil negative, on aura toiijours 

/ cos 2 in X d sec" ic = A ( sec" .r — sec" o ) . 

On parvient ainsi a I’equation 

' - I , , . 

2y = c sec.r cos2 7nj" 4- — - sec'j? sin 2771a.' 

'y.ni <2- ni- 

I , ,, k 

^ r — n sec".r co%2jnx 4- — — - (sec'\T ~ sec"o), 

clans laquelle la quantite p— (sec"a:; — sec"o) exprime exactementla 
somme do tous les clerniers ternies do la serie infinie. 


187 . 


Si Ton eut cherclie deux termes seulement, on aurait, eu I’equation 


2 y HZ c sec /r cos 2. ni x h~ sec' x si n 2 tn x h — ( sec' x — sec' o ). 

' 2 - 1 ) 1 - 2 -m- ' 


11 resulte de lii que Ton peut developper la valcur de j en autant dc 
termes quo Ton voudra et exprimer exactement le reste de la serie; 
on trouve ainsi cette suite d’equations 

nr = c sec a- cos 2 777. .c + — — (scca? — seco), 

9 . in 2 777 . 


1 

2 y C seex* COS 2 IllX -|- 

2 111. 


— — r sec ' X sin 2 in x 4- 

2- ni- 


k 

2- in- 


(sec'.r — sec'o 


1 , 1 , , . 

2 y c sec .r cos 2 in x 4 — 7 - sec x si n 2 m x 

' 2 1)1 2-ni- 

\ k 

4 — ^ s6c.",r cos 2 777, -z' 4 — 5 — :r(sec"a' — sec"o). 

9 J nr' ‘>Jni^ 

Le nombre /c qui entre dans ces equations n’est pas le meme pour 
toutes, et il represente dans chacunc une certaine quantite qui est 
toujours comprise entre r et — i ; w est egal au nombre des termes de 
la sui te 

cos.«; — 4 cos 3 a? -i- 4cos5a7 — . . . * cos (2 771 — i),r, 

3 5 2 m — I 


dont la somme est designee par j. 
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188 . 

On fei'ait usage de ces equations si le nombre m etait donne, et, 
quelque grand que futce nombre, on pourrait determiner, aussi exac- 
tenient qu’on le voudrait, la partie variable de la valeur de y. Si le 
nombre m est infini, comme on le suppose, on considerera la premiere 
^nation seulement; et il est manifeste que les deux termes qui suivent 
la constante deviennent de plus en plus petits; en sorte que 2 j a dans 
ce cas pour valeur exacte la constante c; on determine cette constante 
en supposant a; = o dans la valeur de y, et I’oii en conclut 

7 = cosa'— ,COSo + 7C0S5.r COS^vl' H COSOil^ — . . . . 

4 3 5 7 9 

II est facile de voir maintenant que le resultat a neccssairement lieu 
si I’arc x est moindre que En elfet, attribuant a cct arc une valour 
determinee X aussi voisine de ^ qu’on voudra le supposcr, on pourra 
toujours donner a m une valeur si grande que le termc 

— (seca; — seco) 

qui complete la serie clevienne moindre qu’uiie quantite qucdconqiic; 
inais 1 exactitude de cette conclusion est fondee sur ce que le terme 
sec^ n acquiert point une valeur qui cxcede toutes los limites pos- 
sibles, d oil il suit que le raisonnement ne peut s’appliqiier an cas oii 

Fare X n’est pas moindre que j- 

On fera usage de la meme analyse pour les series qui expriment les 
valours de —y logcosa;, et Ton pourra distinguer par ce moyen les 

limites entre lesquelles la variable doit etre comprise pour quo Ic 
resultat du calcul soit exempt de toute incertitude; au restc, ces 
memes questions seront traitees ailleurs par une methode fondee sur 
d’autres principes. 
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THEORIE DE LA CHALEUR. 


SECTION YI. 

SOLUTION GfiNfiUALK. 

190. 

On peutmaintenant former la solution coinpli'te do la question (|U(! 
nous nous sommes proposee; car Ics coefficients de 1 equation (/>) 
iart. 168) etant determines, il ne reste plus qifii les sniistituer; et Ton 
aura 

i — e~^ cos/ ^ cos 3j' - 4 - a ’•*’ cos 5 
I — i cos 7 / -h “ t' cos () )' .... 

Cette valeur de c satisfait a Tequation 

V d' V 

— - H j .-jl: o ; 

0.£- <)y- 

elle devient nulle lorsqu’on donne a j une valeur egale a on -• 

enfin, elle equivaut a I’unite toutes les fois que, .v elant nullis y es( 

comprise entre — et 4- Ainsi toutes les conditions pliysi(|ue,s de 

la question sont cxactement rcmplies, et il est (‘(n'tain qiii', si run 
donnait a chaque point de la lame la temperature <|ne rfufualion (a) 
determine, et si, en meme temps, on entretenait la l»ase A ;i la Unnpe- 
rature i et les aretes infmies B et C ii la temperatnia! o, il smaiil 
impossible qu’il survint aucun changernent dans hi systinini di's tiinqie- 
ratures. 

191. 

Le second membre de I’equation (a) etant reduit (in uiui si'irie 
extremement convergente, il est toujours facihi de dc'-terniiner en 
nombre la temperature d’un point dont les coordonnees .v et y soul 
connufes. Cette solution donne lieu a diverscs cons(i(jU(iiui('s ([u’il est 
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J_., theorie de la chaleur. 

pai ticulieres, qui ont pour equations 

Ep- — cos y, 

4 

IEj. rr:— ~ cos3r, 

4 ^ 

cos 5/, 


La premiere de celles-ci se confond avec la surfiice generalo lorsqiie .f 
est infinie, et elles ont une nappe asymptotique coinnnino. 

Si la difference c — e, de leurs ordonnees est considdree comme 
i’orilonnce d’une surface courlie, cettc surface sc conlondra, lorsquc a- 
est infinie, avec celle dont I’equation est 

Lr,v,=: — I e-'^^ cos3j. 

4 ^ 

Tous les autres termes de la serie donnent une conclusion semldahlo. 

On trouverait encore les memes resultats si la section, a rorigini!, 
an lieu d’etre terniinee, comme dans riiypothcsc actuelle, par uin^ 
droitc parallele a I’axe des _y, avail une figure quelconquc fonnec di^ 
deux parties synietriques. On voit done que les valours particulicrcs 

«e~-®cosj-, cosof, cosa/, 

prennent leur origine dans la question physique cllc-meinc et ont 
une relation necessaire avec les phenoinenes de la chalcur. Cliacuiie 
d’ellcs exprime un mode simple suivant lequcl la chaleur s’clahlit et 
se propage dans une lame rectangulaire, dont les cotes infinis con- 
servent une temperature constante. Le systeme general des tempera- 
tures se compose toujours d’une multitude de systemes simples, et 
1 expression de leur somme n’a d’arbitraire que les coelllcicnts a, b, 
c,d, — 

192 . 

On peut employer I’equation (a) pour determiner toutes les circon- 
slances du mouveraent permanent de la chaleur dans une lame roc- 
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THEOIllE ])E LA CHALEUR. 


aux aretes B et C, on se scrvira cle I’expression — K et, la niulti- 
|(!iant par l elenient doc de la ligne tracee, on integrera pai lappoit a x 
entre les termes clonnes do la ligne; ainsi 1 integrale 


/ 


K ^ dx 
av 


I'era connaitre conibien il s’ecoulc do chaleur a travel's loulo 1 dtondue 
lie la ligne; et si, avant on apres I’integralion , on fait on 

eonnaitra la quantite de chaleur qui, pendant I’unite de temps, sort de 
la lame en traversant I’arete infinie C. On pourra cnsuito comparer 
cette derniere quantite a la depensc de la source de chaleur; car il cst 
necessaire que le foyer supplec continuellcmcnt la chaleur qui s’ccoulc 
dans les masses B et C. Si cette compensation n’avait pas lieu a clnupie 
instant, le systeme des temperatures serait variable. 


194 . 

L’equation (a) donne 

— K ( e~^ cos^r — e-'^^ cos 3/ ■+■ cos 5 y — a cos 7 )■ -i ■ . . . ) ; 

multipliant par dv, integrant depuis y = o, on a 

^ sin T' — sin3/ 4 - 4e“’-*sin5j' — siM 7 c -r-. ..V 


Si t’on fait r = ^ et si Ton double I’integralc, on trouvera 


— 4 4 d g-'i' - 1 - . . . \ 

7 : V 3 a 7 J 

pour I’expression dc la quantite de chaleur qui, pendant runite de 
temps, traverse une ligne parallele a la base et dont la distance a cett(i 
ha-se est x. 

On deduit aussi de I’equation (a) 


irdv 4K 


^ = — (^ smj- 


' sin 3y + e~®-* si n 5 7 ' ■ 


sir) 7/ “h . . . ); 
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(lone les extremity cle foutes ces lignes qiii sont contigiies aiix masses 
froides B cd C leiir communiquent une quantile do cJialciu* incornpa- 
raideinent plus geandeque si le decroisseniciit de la temperature etait 
cuntiiiu et insensible. II existc dans cettc premiere partie de la lame, 
aux extremites voisinos de B ou de C, une caiaracic d(i clialeur on un 
flux infini. Ce resultat ccsse d’avoir lieu lorsquo la distance ,r ixgmit 
une valeur appreciable. 

19G. 

On a designe par t: la longueur de la base. Si on lui atlribue une 
valeur quelconque 2 I, il faudra ecrire, au li(ui de _r, ot, multi- 

pliant aussi les valeurs dcirpar on eerira --r : au lieu d(> ,r. Desi- 
gnant par A la temperature constante de la base, on r(!m[)laeera e par 
Ces substitutions etant faites dans requalion (a), on a 



(e -^cos~~ 

- TV c (*OS 

0 

r. y 

tl 

/ 

-e - ^ cc 
0 

.. 71 >' r - 

)SO (" 

3 / 7 



Cette eqiiatipii represente exactement Ic .sYstium- (b's ((miperattires 
permanentes dans un prisme rcctanguluire inlini, (“ompris (mire d(>ux 
masses de glace B et C et une source de ebabuir c(H(s(ante. 

197. 

II est facile de voir, soil au rnoyen de eett<^ (upiation, suit d’apri's 
I’artiele 171, que la chaleur sc propage dans ee solid(( mi sb'doiguant 
de plus en plus de I’origine, en memo temps qu’elle se dirigm vi-rs les 
faces mlinies B et C. Cliaque section parallele a e.elle de la base (‘sl 
traverseepar une onde de chaleur qui se renouvelle a ebaqiu' inslant 
et conserve la meme intensite; cette intensite est (rautant moiiidre 
que la section est plus distante de I’origine. II s’opere un mouvement 
semblable, par rapport a un plan quelconque parallide aux faces inti- 
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nies; chacun de ces plans est traverse par une onde constante qiii 
porte sa chaleur aux masses laterales. 

Nous aurions rcgarde conime inutiles les developpements contenus 
dans les articles precedents, si nous n’avions point a exposer une 
theorie entierement nouvelle, dont il est necessaire <le fixer les prin- 
cipes. C’est dans cette meme vue que nous ajoiiterons les remarques 
suivantes. 

198 . 

Chacun des termcs de I’equatioii (a) correspond a un seulsysteme 
particulier de temperatures, qui pourrait subsister dans une lame rec- 
tangulaire echauffee par son extremite etdont les aretes infinies sont 
retcnues a une temperature constante. Ainsi I’equation v — e-^cosr 
represente les temperatures permanentes, lorsque les points de la 
base A sont assujcttis a une temperature fixe, designee par cosj. On 
peut concevoir inaintenant que la lame echauffee fait partie du plan 
qui se prolonge ii I’infini dans tons les sens; en designant par oc et y 
les coordonnees d’uii point quelconque de ce plan et par e la tempe- 
rature du nieinc point, on appliquera au plan tout entier I’equation 

(’ = e"* cosj'; 

par ce moyen, les aretes B et C auront la temperature constante o; 
mais il n’en sera pas de rnenie des parties contigues; elles recevront 
et conserveront une temperature moindre. La base A aura dans tous 
ses points la temperature permanente designee par cosy, et les parties 
contigues auront une temperature plus elcvee. 

Si Ton construit la surface courbe dont I’ordonnee verticale equi- 
vauta la temperature permanente de ebaque point du plan, et si on la 
coupe par un plan vertical passant par la ligne A on parallele ii cette 
ligne, la figure do la section sera celle d’une ligne trigonometrique 
dont I’ordonnee represente la suite infinie etperiodique des cosinus. 
Si Ton coupe cette memo surface courbe par un plan vertical parallele 
a I’axe des a?, la figure de la section sera dans toute son etendue celle 

d’une courbe logarithmique. 

F. 23 
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199 . 

On voit par la de quelle maiiiere le calcul satisfaif. aux deux coiidi- 
(ions de Fiiypothese, qui assujettissent la ligne a une (ouqx'u'atiire egale 
ii cosy, et les deux cotes B et C a la tempfh-atiirc o. Lors(|u’on expriiue 
ces deux conditions, on resout en effet la question suivante : Si la 
lame echaulTee faisait partie d’un plan infini, quelh's devrai(nit elrc 
ies temperatures de tous les points de ce plan pour (|iie h; systiunc (ViL 
de lui-meme permanent, et que les temperatures fixes d(^s ePtes dn 
rectangle infini fussent cedes qui sont donnecs par I’lijqiotlii'si!? 

Nous avons suppose precedemment que des causes exleidmiri's <|U(d- 
conques retenaient les faces du solide rectangulaire infini, I’line a la 
temperature r, et les deux autres a la temperature o. On pent se ri*- 
presenter cet effet de differentes maniiires; mais I’liypotlii'se pnqnai 
au calcul consiste a regarder le prismc coinme nne partie d’un solide 
dont toutes les dimensions sont infinies et ii deteriniin'r les lenqiera- 
tures de la masse qui I’environne, en sorte que les conditions relatives 
ii la surface soient toujours observecs. 

200 . 

Pour connaitre le systeme des temperatures perinanenfes dans une 
lame rectangulaire dont I’extremite A cst entretenne ii la UMiiperalnri' 
I , et les deux aretes infinies a la temperature o, on poni'rait eonsiderer 
les changements que subissent les temperatures, depiiis I’elat initial 
qui est donne jusqu’a I’etat fixe qui est robjet de la ipiestion. On dd- 
termineiait ainsi 1 etat variable du solide pour toutes bis valeiirs du 
temps, etl’on supposerait ensuite cette valeur infinie. 

La methode que nous avons suivie est diflerente et conduit |)lus 
imniediatement a I’expression de I’etat final, parce qu’elb; I'st fondde 
sur une propriety distinctive de cet etat. On va pronver main tenant 
que la question n’admet aucune autre solution que eelle qn.' nous 

avons rapportee. Cette demonstration resulte des propositions sui- 
vantes. 
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201 . 

Si I’on (lomie a tons les points d’une lame rectangulaire infinie les 
temperatures exprimeos par requation (a), et si Ton conserve aux 
deux aretes B et C la teiuperature fixe o pendant que I’extremite A 
est exposee a une source de clialeur qui retient tons les points de la 
ligne A a la temperature fixe i, il nc pourra survenir auciin cliange- 
ment dans I’etat du solide. En elfct, I’equation 


etant satisfaite, il est manifesteque la quantitc do chaleur qui deter- 
mine la temperature de cliaque molecule ne pourra etre ni aiigmentee 
ni diminuee. 

Supposons, les diirerents points du mome solide ayant re^u les tem- 
peratures exprimeos par requation (a) on 


e = o(.r, r), 


qu’au lieu de retenir I’arete A a la temperature i, on lui donne, ainsi 
qu’aux deux ligniis B et C, la temperature fixe o; la chaleur contenue 
dans la lame BAG s’eeoulera a travers les trois aretes A, B, C et, d’a- 
pres riiypotliese, elle ne sera point remplacec, en sortc quo les tem- 
peratures diminueront continuellemcnt et quo lour valeur finale et 
cominiiiie sera o. Cette consequence est evidente, parce quo les points 
inflnimeut eloignes de I’oi'igine A out une temperature infinimcnt 
petite, d’apres la maniere dont I’equation (a) a etc forinee. 

Ec memc elfet aurait lieu en sens oppose si le systeme des tempera- 
tures ctait 

— 9(.r, 1-), 


ail lieu d’etre 


<’ = 9(-r,,r); 


e’est-a-dire que toutes les temperatures initiales negatives varieraient 
continuellement et tciidraient de plus on plus vers leur valeur finale 



TflEORIE DE LA CIIALELU. 
o. pendant que les trois aracs A, B, C conscrvcraie 
ture 0. 


(, la t('inpei'a- 


Soit (•=/>% v) uiie equation donnec qui expriine la tenvperaUin^ 
initiale des points de la lame BAG, dont la l.ase A est relenue ii la Kmi- 
perature i, pendant que les aretes B ct C conservcnt la (eii)|»eratnre o. 

Soit r = F(.r, r) line autre equation donnee qui exprinie la tempe- 
rature initiale de cliaque point d’une larni^ solidi' BA(i [(aidaileineiil 
egale a la precedente, mais dont les trois areL's B, A, G sent laUmun's 
a la temperature o. 

Supposons quo, dans le premier solide, I’l'tal varialde qiii sueei'de a 
I’etat initial soit determine par I’eqnation 


(’ = o(.r, )•,/), 


i designant le temps ecoule, et que re(|uation 

(' = <I)(,r, )•, 1) 

determine I’etat variable du second solide, pour bupiel les t('nipera- 
tiires initiales sont F(a;, j). 

Enfin, supposons un troisieme solide egal a eliaeun desd('ux prece- 
dents; soit 


I’equation qui vepresente son etat initial, et soicmt i la lenqa'n'atiire 
constante de la base A, o et o celles des deux aretes 15 et G. 

On va demontrer que I’etat variable du troisiiuiK' solidi' s('ra del(‘r- 
mine par I’equation 


En effet, la temperature d’un point /« du teoisii'uie solide varie pai'e.e 
que cette molecule, dont M designcra le volume, aeaiuiert on perd um‘ 
certaine quantite de chaleur A. L’accroisseiueut de la teniperalma' 
pendant I’instant dt est 
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le coefficient c clesiguaiit la capacitc specitique rapporlee au volume. 
La variation de la temperature du meme point, dans le premier solide, 

sera et ellc sera tlans le second, los lettres d et D repre- 

sentant la quantitc de chaleur positive ou negative quo la molecule 
acquiert en vertu de Taction do toutes les molecules voisines. Or il est 
facile dc rcconnailre quo A equivaut a rf-h D. Pour s’en convaincre, il 
siillit de considerer la <|uantite de chaleur que le point m recoit d’un 
autre point /«, appartenanta Tinterieurdc la lame ou aux aretes qui 
la limitent. 

Le point m,, dont la temperature initiale est designee par/,, trans- 
nioLtra ii la molecule m, pendant Tinstant dt, line quantitc de chaleur 
cxprimcc par — f)dt, Ic facteur t/, representant une certaine 

fonction de la distance des deux molecules. Ainsi la quantitc totale de 
chaleur acquise par ni sera — f)dl, le signe A] exprimant la 

soinme dc tons les t(!rmes quo Ton trouverait en considerant les autros 
points ni. 2 , ni.^, iii.,, . . . qui agissent sur in, c’esl-a-dii'c en mettant 
ou ou ainsi de suite, ii la place de i/,,/,. On Irouvera de 

meme Ai( 7 i(F| — V)dl pour Texpression de la quantitc totale dc cha- 
leur acc[uise par Ic meme point m du second solide; et Ic facteur q, 
est le meme que dans le. terme — /’)i//,puisque les deux solides 

sont formes de la meme matiiire, et que la situation des points est la 
meme; on a done 

(I = —J')dl, 

\) — :i<i,{v,~v)di. 


On Irouvera par la meme raison 


done 




A — A'' j- 

eiM “ t-M cavr 


11 suit de la que chaque molecule m du troisieme solide acquerra, pen- 
dant Tinstant dt, un accroissement dc temperature egal ii la somme 



■| in,ni;ii in i \ ^ ii u i i k 


isi; 




i'rllv ^ 

ilti --Mlhlr, ijin 


rllr .N.tliNf.ill 1 * 


|ltUHf|||i* rrijU.iiMfl « « ■ I un. t > " . li |» 

rllr r \ a* I <• n I \ 

rt » fMiHliS*' «!*'i n » I ■' •* 

ailfi'*' -uhil i.M,. - 'U ph. 
l/la|||.l!lH|| f ^ ImIII T! ;J . i:., - ^ : 

fail i'ltlili.ill I r * 1.5 : 1 < HH : 'M . 

H»'*‘ \ arf I « ' . 1 !»' I « ' h 1 1 H* r .d s n ^ 

M»! ula . t'. till ii »»!! « I* ‘1 Mil . 1 ■ 1 ‘ ■ : i •. 

j , 

i'liill-* lilitrlTHflft'. * I -i- ^ ^ . 

J . . ’ . ^ 

rlialrlir Aau i. . -a . ^ : 

tlatlra ji*ir rsHr.taj IM'NI la \ .J' ai ■ 

I 1*^ I’lifi Ii«- Ir II I - oiil < \ j . i ; n ; . ■ ^ ^ 


t^ii rriiiarijiir’iM tpMa Aau . T.n ^ ^ V* i 

Hml iiiifilirr^ |i*sr *|r% -rn, ^ 

^iiiiiiiif i*ii ri*tiijiliii-aiii U-: 
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nentielles imaginaires. On obtient ainsi ces memes valeurs cle — ot — 

, djp dv 

que nous venons de rapporter. 

La question que 1 on vient de traiter est la premiere que nous ayons 
resolue dans la theorie de la chaleur, ou plutotdans la partie de cette 
thoorie qui exige I’emploi de I’Analyse. Elle fournit des applications 
nnmoriques trcs facilcs, soit que Ton fasse usage des Tables trigono- 
metriques ou dcs series convergentes, et elle represente exactement 
toutcs les circonstances du mouvement de la chaleur. Nous passerons 
inaintenant a des considerations plus generales. 


SECTION VI. 

DC;VI!L0P1>EMENT u’unU FONCTION ARBITUAIRE EN SfiRIES trigonomStriqees. 


207. 

La question de la propagation de la chaleur dans un solide rectau- 
gulairo a conduit a I’equation 

(}•=(’ d-p 
(hr- dy- 

el, si I’on suppose que tons les points de I’une des faces du solide ont 
line temperature commune, il faut determiner les coefficients a, b, c, 
(1^ e, . , , de la serie 


a -h b cos 3^* -f* ccos5^ 

en sorte que la valeur de cette fonction soit egale a une constante 

toutcs les fois que I’arc .x? est compris entre — ^ et On vient 

d’assigner la valeur de ces coefficients; mais on n'a traite qu’un seul 
cas d’un probleme plus general, qui consiste a developper une fonction 
quelconque en une suite infinie de sinus ou de cosinus d arcs mul- 
tiples. Cette question est liee a la theorie des equations aux differences 
partielles et a ete agitee des I’origine de cette analyse. II etait neces- 
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sairecle la resoiidre pour integrer convenablement les equations de la 
propagation de la chaleur; nous allons en exposer la solution. 

On examinera, en premier lieu, le cas ou il s’agit de reduire en line 
serie de sinus d’arcs multiples line fonction dont Ic developpement ne 
contient que des puissances impaires de la variable. Designant line 
telle fonction par o{x), on posera I’equation 

o{.f) = « siu.i? -h i sin 4- c sin 3jr; + c/ sin4-i' -H • • ■ , 


et il s’agit de determiner la valour des coefficients a, h, c, d, .... On 
ecrira d’abord I’equation 


o (.r) = X ^'(o) + o"(o) + ^ ©"(o) + ^ 9"'(o) -h + . 


dans laqiielle 9'(o), 9"(o), 9"'(o), 9''’(o), .. . designeiit les valenrs (|iie 
prennent les coefficients 


d(f(x) d'‘Cf){.r) 

da: ’ da;- ’ dx* ’ da:'" ’ 


lorsqu’on y suppose x = o. Ainsi, en representant le develoiipmnent 
selon les puissances de x par I’equation 


o{a^)z=z Ax 

f" . [) 



2.6 2 . d . 4 . 5 2 

.d. 4 .5.0.7 

Mu 

on aura 


<p(o) =0, 

<p'(o) = 

A, 


?"(0) =0, 

9"(o) ■=- 

-R, 


r(o)=.o, 

<p''(o) 

c, 


?"’(o) = o, 


-I), 


Si maintenant on compare I’^uation precedente ii celle-ci 
cp(j^) = a sina? 4- 6 sinaa; + csin3a;4- sin^.r 4- . . . , 
en developpantle second membre par rapport aux piiissanra's do a-, ou 
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aura les equations 

A~rt-i-2 b +■ B c d s e -f-. . - i 
G rt +- 9/> b H- 3=c H- 4^d -+. 5=e + . , . , 

D =r « •+. a7 +• ,3'c + 5’ e , 

E — « 4- a" b + 3'’c + !\'>d 4 - S^’e 4- . . . , 


Ces equations doivcnt servir a trouver les coefficients a, b, c, d, e, 
dont Ic nonibre est infmi. Pour y parvenir, on regardera d’abord 
coniine determine et egal a m Ic nonibre des inconnues, et Ton coiiser- 
vera uii pareil nonibre m d’oquations; ainsi Ton suppriniera toutes les 
equations qui suivent les m premieres, et Ton omettra, danschacune 
de CCS equations, tons les tenues du second niembre qui suivent les 
tn premiers quo Ton conserve. Le nombre entier m etant doniie, les 
coefficients a, h, c, d, c, ... out des valours fixes qiie Ton peut trouver 
par relimination. On obliendraitpour ces inemcs quantites des valeurs 
diderentes si le nombre des equations et celui des inconnues etaient 
plus grands d’unc unite. Ainsi la valour des coefficients varie a niesure 
quo foil auginente le nonibre do cos coefficients et celui des equations 
(pii (loiveiit les detcrniiner. II s’agit de reclierclier quelles sont les 
liniitcs vers lesipielles les valeurs des inconnues convergent continuel- 
lenient, a iiiesuro quo le nonibre des equations devient plus grand. Ces 
liiniies sont les veritables valours des inconnues qui satisfont aux 
equations precedentes lorsque leur nombre est infini (^). 

208 . 

On considei’ora done succcssivenient les cas oil I’oa aurait a deter- 
miner line inconnue par line kfuation, deux inconnues par deux equa- 
tions, trois inconnues par tro is equations, ainsi de suite a Finfini. Sup- 
posoas que Ton dcsigne comine il suit difFerents systmnes d’equations (*) 



(*) Fair la remarqiic deja failo a TarUcle '172. 


a D. 
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analogues a celles dont on doit tirer les valeurs des coefficients 


( ^2 2 — Aoj 

I «2 + ‘^^^2 — j* 
j Clz-\- 2 Z>3 -h 3 6*3 A;;, 

j ^^3 -H 2^Z^3 -f- 3 ''l ?3 ~ B3, 

I -f- 2** Z>3 -h 3" C3 L3 J 
— {- 2 — f- 3 C4 — }- 4 ^^4 A4.J 

-h 2^ At H- 3'^C4 -H l^d;, B4, 

^4 -f- 2^ Z?4 H- 3''^C4 -h 4®<^4 — C/,, 
^-!-2^z^4 + 3’c4-h4'4== 

-2 Zlg + 3 C3 -f- 4 -f- <?5 “ 

- 2^Z?5 -h 3=^C5 4- 4^<^4 •^- 

- 2^ Z>3 4- 3''^C3 -h 4^ ^4 H- — 
-2^63 4-3^C3 4-4'^-f-5'e3 ::^ 

- 2^ Z)5 4- S^^Cs 4- 4'4> -H 5^e,j .---. 


Si raaintenant on elimine la derniere inconnuc Cj, an nioy(Mi dt^s 
cinq equations qui contiennent A^, B5, Cr,, D5, K:-,, . .., on ti“onv(U‘a 

asfS® - I-) + 2 65(52 — 22) + 3 Cs {52 — 32) -I- 4 ckiSf- 4--!) : 52 As ■ • Fts. 

ff5(5- - 1^) + 2^65(52 - 2^) 4- 3 '’c 5(5" — 3-') -I- 4'’^4(5-' -- 4'^) 1: r>'-i |{., 

as ( 3= - I " ) 4- 2= 65 ( 5= - 2^ ) + 3« C5 { 52 — S--* ) -h 4 ■’ ( 5= — 4 ••= ) :-.. r>- ( I )s , 

asfo' — 1 = ) 4- 2’ 65(52 - 22) 4- S’CsfS’- — S'-*) 4- 4 " 4 ( 3 - -- 4 --=) -::: 5 - 1 ). K,,. 

On aurait pu deduire ces quatre equations des quatre qui CoriiKMit 
le systeme precedent, en mettant dans ces dernibros 


( 5 - — i)as, ( 5 -^ — 2^)65, ( 52 - 3 '^)Cs, ( 5 - — 40-'4 


au lieu de 


au lieu de 


^4, 6/, Ce, cL 


S^As-Bs, S^Bs-Cs, 5^C5-1 )s, 5 M)s ~14 

A4, B4, C4, 1)4. 
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On pourra toujours, par cles substitutions setnblables, passer clu cas 
qui repoiid a un nombre m d’inconnues a celui qui reponcl a un 
nombre m-t- i. En ocrivant par ordre toutes ces relations eiitre ies 
([uantitcs qui lopoondent a I un des cas Gtcelles qui repondent au cas 
suivant, on aura 

«! = rf,(2-— i), 

= «3 ( 3 - — I )i ^2 = h ( 3 - — 1 -), 

= rt-j ( 4 - — I ), ^>3 = hu. ( 4 ^ — 3 ®), c., 

(7.1 — «3(5® l), ^,1 Z)-(5- — 2®), Cl 

«'3 = « 6 ( 6 - — 0 . ■i"-), C ‘5 


on aura aussi 


1 E=: 3 R 13 -C;„ 

Ih ~ 4 " lii - , C, = 4 ' Cl - Di , 

Bi = 5®B3-C3, a=:5®C3-D3, 1 )i=5®D3-E3 


On concliit d(!s (Equations (c) qiie, cn representant par b, c, cl, 
e, ... los inconnues donl. lo nombre est infini, on doit avoir 


I A. = 3 ®A,-li,, 

1 A, -.-3® A 3-^- ll„ 

(d) A3-~4®Ai~lii, 

Ai 5 ® A 3 - Ik, 


— Cl (4'^ — 3®), 

= C3(.5-®-3®), c/i=.rf3(5®~40- 

= c,(6®-3®), rf3 = c/,(6®-4®), C 3 =c,(( 


" ( 3 ® - V ) ( 3 ® - , )T 4 ^- - 1 ) ( 6 ^ - r ) . . . ’ 
^ ( ,32 _ T^ 2 ) (42 11 ^ 7^52 _ 32 ) (62 _ 32 ) ’ 

(c) I _ C 3 

( 42 „ 32) (52 - (g, _ 32) ( ^2 _ 32) . . / 

, ch 

- ■( 5rz.-4iy(6®^_ 4>) (72 _ 42) (8® - 4 ®) . . . 


( * ) Les pmluits iiidiques aux denominaleurs sent iiifinis et no peuvent, par consequent, 
6l,rc iiUrocluits dans los raisonncraenls. C’eslune dilHculU de plus, dans uiie melhode qui 
pr6to deja a lant d’objections. On poiirraiL I’cviter de la maDiero suivante. 

Lcs qiiatro eqiialions do la page 190 pcuveiit 6tre d^duites de celles qui ferment le 33^8- 
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209 . 

11 reste done a determiner les valeurs de a,, b^, c.,, d,,, e^, la 
premih’e est donnee par une equation dans laquolle entre A,; la se- 
conde est donnee par deux equations dans les'quelles entrent A,, Bj; 
la troisieme est donnee par trois equations dans lesquelles entrent A3, 
B3, C3, et ainsi de suite. II suit de la que, si Ton connaissait les valeurs 
de 

; Aj) ; A3, B3, C3; A4, B4, C4, D4; . . 

on trouverait facilement a, en resolvant une equation, a.^, h., en resol- 


temo precedent, on mettant dans ces derniercs 


iui lion de 
ot 

au lien do 


2^ \ , / o- 




^4 j ^4 > ^4 j ^^4 


. Bb . Q 


A4, B/j, C4J D4. 

Alors les syslemos de la page 19 1 prendroiU la forme 


ai=z a.2i i— 






on aura aussi 
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vant deux equations, a._^, b.^, c.j en resolvant trois equations, et ainsi 

(le suite; apres quoi on determinerait a, b, c, d,e, II s’agit main- 

tenant cle calculor les v^aleurs de 


Aij Aj, IE; A;i, B;(, Gs; A^, B 4 , C 4 , 1 ) 4 ; A^, Rj, Cj. D^, E;,; .... 

All moyen dcs equations [d) ; i" on trouvera la valeur de A, en A., 
et 2 “ par deux substitutions on trouvera cette valeur de A, cn A.,, 
Iii, C.| ; 3" par trois substitutions on trouvera la meme valeur de A, en 
A,, B,,, (b„ D,, et ainsi de suite. Ces valeurs successives do A, sont 

A,- .4 AaS- — IE, 

A , A, IE - B;, ( 9.‘-= -h 3" ) -4- (],, 

A, - A,,aE3E/|- — B..(aE3- -h aA.V' -h 3A4") -t- € 4 ( 2 ^ -t- 3^ -h 4^) - D 4 , 

A, - - A5aE3A4A;3-^ — B,,(2^ 3E4' -h 2^4 A 5^ -h 3A4A52) 

-l- (;4(2A32+..>.A4-'‘-(- 0 . 2 . 52-f-3A4S-i-3A32H-4.A5^) — 05 ( 22 + 3 ^- 4 - 42 + 52)+E3, 


doiit il est aise de remarquer la loi. La derniero de ces valeurs, qui est 


(iL, liar suiU‘, 






(■ 

(■ 





(‘■A 



Quaut aux didorouLos valeurs dc Ai domiccs a TarLiclo suivant, dies devieudroiil 



On opercra do memo pour Aa, Ba, A3, ct cettc parLie dii raisonnement sera ainsi 
rdtablie dans iouLe sa rigueiir. 

2.5 
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celie qiui I’on vent d^erniiner, contient les quantiles A, B, C, D, E, ... 
avec no iiidice infini, et ces quantiles sent connucs; elles sont les 
memos que celles qui entrent dans les equations (<2). 

En divisaat celte derniere valeur de A, par le produit infini 


on a 





+ C 





H- . . 


- 1 ) 



-h 




E 


2^ 3“. 4*L 5 - 




Les coefficients numeriques sont les somnies des pi’oduits quo Ton for- 

merait par les diverses combinaisons des fractions 

•••) apres avoir separe la premiere fraction Si I’on reju’dsenti' 

ces differentes sonimes de procluits par P,, Q,, R,, S,, 'f,, ... (d. si Ton 
einploie la premiere des equations {e) et la premiere des e(|ua- 
tions {b), on aura, pour exprimer la valour du premier coefticieiit r/, 
I’equation 


2 ^ 32 . 4 ^ 5 '^.. 


:A-BP, + C()i-l)l{,+ LS, - PT, I ...; 


or les quantites P,, Q,, R,, S,,T,, ... peuvent etre facilement detc'r- 
minees comme on le verra plus has; done le premier coeffieient (i s(‘ra 
entierement connu. 

210 . 

11 faut passer maintenant a la recherche des coefficients suivaiiLs, /;, 
c, d, e, f, . qui, d’apres les equations [e), dependent des (jiianlites 
b.y, Cj, d^, gj, y, On reprendra pour cela les equations [b)-, la pre- 

miere a deja ete employee pour trouver la valeur de ot,; les deux sui- 
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vaiites (lonncnt la valour do b.,; Ics trois suivantes la valour dec^; les 
(juatro suivanles la valour de r/, ct ainsi do suite. 

I'tii odoctuaiit lo oalcul, on trouvcra, a la scule inspection des equa- 
tions, pour los valours do b,, r,, d,„ e„ ... Ics rosultats suivants : 

•>./>,{!- Ajl^ -Rj, 

:io;, (r- ;>-) (•.!•■* — .'F) A;, -i- + C;„ 

i 'A. 

-- R,.,( I 32) __ j),^^ 

or. (i- ■ ■ ~r) 5=) (5- — 5^) (/,2 — 5-) 


La loi qiK^ siiiviuit 00s d(|ualions ost laoilo a saisir; il ne reste plus 
([u’a ddtoriuiiK'r l('s ([uautitos 

A,, IE; A;„ H,, C,; A,,, IE, C., 

Or 1 (!S (juaiUilds A^, IE p('uvonl dlro (‘xpriinot'S on A^,, IE,, (E, ; cos der- 
nii'fos ('ll Aj, R,, I),, .... II sul'tit pour cola d’opcirer los substitu- 

(ious indi(|U(''('s par los (''iiuatious (<•/); c('S c.baugomonts successifs 
r('(luiront b's si'conds luoiubros d('s (Ujuations piaH-aidontes ;i no con- 
tonir'([uo los (|uanli(('is .\, R, lb IE .•■ av('(‘ iin indico intini, c’ost-a-diro 
los (piantiti's oonuiu's A, R, 1 ), ... (|ui ('iitrout dans los ('‘.(|uations («); 
l('s ('(M'diciouls s(‘ronl li's didonuits [iroduits (|U(^ Ton [uuit Cairo on 
ooiubinaiil b's oarrC's dos uoinbros 1", 2'-, /i". b I’inlini. II Caut 

si'uloiiH'iit r('niar(|Uor ([uo li^ prc'iuic'r do ('('s carrcis 1- n’cntrera point 
(Ians los o()('di(;i(‘nts d(^ la valour (!(' a^; quo lo second carri) 2- n’en- 
tr(‘ra (mint dans h's ('.(U'Clioionts (!(> la valour do b.,; quo lo troisioino 
earn' .3“ sora soul oinis (larini ooux qui sorvonta Ibrnn'r los coefficients 
do la valour do o,,, ainsi du rosl(' a rindni. On aura done pour les va- 
lours do ('e, 03, cE, ... el jiar consCiquont pour cellos de b, c, d, 
r, ... dos nisultats ('ntii'roniont analogues a celui quo Ton a trouviiplus 
haul (lour la valour du (ua'uiii'r coefficient u, . 
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Si maintenant on represente par Q.,, Ro, S,, ... les quantiles 


' ■ 1 -i- 1 -u i. -t- 

7* 32 ' 42 52 ’ 

I I _i I I , 

TO'^ iL4- I-.5- 3'*.42 3L5^ 

I 1 I * _ 

iA3L4^ 7V3 lF 1^4'-. 5^ 3L 4=. 5^ ‘ ’ 

I t 


1L3-.42.52 12.42.52.62 ’ 


que I’on forme par les combinaisons des fractions 
7 -’ 7 ’ 32 ’ 42 ’ p’ ■■■’ 

a I’infini, en omettant la seconde de ces fractions on aura, pour 
determiner la valeur de b.,, I’equation 


2 b, 


12.32,42.52.62. 


A, - BP, + CQa - DRj -f- ES, - FT., 4 . . . . 


En representant, en general, par P„, Q„. R„, S„, T„, ... les soinnies 
des produits que I’on peut faire en combinant diversement toutes les 

fractions p’ p’ P’ ^ I’infini, apres avoir sculeiueiit oniis la 

fraction on aura, en general, pour detorininer les quantiles u,, h,, 
c.,, r/,, (?5, ..., les equations suivantes : 


Ai -BP,4 -CQi-DR, + ES. -...= 


1 



A., - BP, -r CQ, - UR, + ES, - 
A, - BP 3 4- CQa - DR, 4- ES, - 


. .— 2 b.2 
..= 3c, 


1 2 — 2- 

7LlL?r--T)L :. ’ 

( 2 — 32)(a2...-.3 2) 
l2. 22. 42. 52.(32 _ _ _ 


K - BP4 4- CQi - DR4 4 ES4 


( »^-4P(a^-4-)( 32 
1 2 . 22 . 32 . 52 . 6 *. ^ . 




CHAPITRE III. - SOLIDE REETANG ULAIRE IINFIM. 197 


212 . 


Si I’on considere maintenant les equations (e) qui donnent les va- 
lours des coefficients a, h, c, d, on aura les resultats suivants : 


•;>. b 


:ic 


Ad 


/E— 52- 

“32 3^' 4- a- 

, 2 „ .x_2 33 0,2 /■.'•! — 3^ 5- — 3-2 


1 ^ 3- 4^ 5* 

, 2_32 a 2 _ 3‘2 42—32 52-32 


( " 


32 


4-^ 


52 


1 - — .'1 


43 ,,3 _ 43 3.-,. _ 43 53 42 


32 


.= A - BPj + CQ , - UR, -+- ES. - FT. f 


• = A — BP., -H CO.X - DR., H- ES, - . . . , 


A-BP3^-CQ3-DRa-^ESa-. . 


• = A-BP 4 -+ CQi— DR 4 - 1 -ES,. 


Ea distinij;naiit quels sont les facteurs qui manquent aux numera- 
tears et aux denoaiinateurs pour y completer la double seric des 

noinbres naUirels, on voit que la fraction sc reduit, dans la premiere 

> o 3 ') 

equation, ii dans la sccondc a — 4*4’ troisieme a 

dans la quatriomc a — cn sorte que les produits qui multiplicnt 

a, ‘ib, 3 c, L\d, 


sont allernativemeat 4 ct - 11 ne s’agit done plus que de trouver 

l(is valours (b; 


Qi, Rii ^1, 


P.,, Q-x, R,, S, 


0„ Rs, S3 


Pour y iKirvcnir, on reinarquera quo Ton pent faire dependre ces va- 
lours de celles des quanlites P, Q, R, S, T, ..., qui representent les 
(lid'eroiUs produils c|UO Ton pent lornieravec les fractions 47) 


"■> 2 ' / 2 ' 


‘ , ! , ••• sans cn omettre aucunc. Quant a ces derniers produits, 

5a (]2 

loui’s valours sont donnecs par les series des developpcraents de sinus. 


Nous representcrons done par 
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les series 


I I I . I * 

7^ ~t~ "I" ^ ~T“ -p^ F? * 

I- 3" 0“ 4“ O- 


^ 2\‘i- 2 \^- ^ 3 ^ 4-2 


I 

I '. 2- 

I 

iFFTP iTITp " 

I T 


r 




-h . . . , 


12.2^324- 2 ^ 3 ^ 4-.52 i=^. 22 . 3^52 


‘J y PC ‘2 !“■•••, 


La serie 


sia.r :=z X + 


X'^ X* 


2.3 2.3.4 .5 2. 34.5. 5.7 


- 1 - . . . 


nous fournirn les quuntites P, Q, R, S, T, En e(l'e(, la valour du 

sinus etant exprimee par requation 


Sin x~x 


( I- 

fff 

1 

\ 

1 


-£lV 

(\ *114 

l 

I-TT-/ \ 2-717 ' 

ic^ 

CO 

1 

li^TZ-J 

\ 5 - 717 / 


on aura 


X- X* 


2.3 2. 3 . 4 . 5 2. 3 . 4. 5 . 6.7 






\ 4 "^ 


d’ou Ton conclut iinmecliatement 

p 


0 


3.3’ 


9 -. 3 . 4 . 5 ’ 


H =r 


2. 3 . 4. 5 . 6. 7’ 


2. 3. 4 - 5 . (5.7. 8. 9’ 
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213. 

0 

Siipposons maintenaiU que P,,, Q„, s„, ... rcpreseiiient las 

Rommes do produits differents que Ton pent faire avoc los fractions 

75 ’ 7 j’ 3 - 2 ’ 72 ’ 5 s’ 3 ura separe la fraction n ctant un 

nomhre enticr quelconquc; il s’agit dc determiner P,,, Q,,,, R,,, S„, ... 
au moyon de P, Q, R, S Si I’on designe par 

I — '•/ *’« H- '/■Q-, -- -i- '/'•s,, — . . . 

1 (“ produit (los facLouvs 




1-^ 


parmi l<‘S(|ucls on aurait oniis Ic seui ract(‘ur i ~ il (‘audra (iir(‘n 
niulli[)lian(. par i — la (jiianlito 


on IroiiYi' 


I 7 4" 7“0,, - 7'^ -h 7'^S,, 

I 7 I* 1 7-0 — K i- 7' S — 


(adte ('()n)[)ai‘aison doniui l(\s ndations snivanU^s 


Q„ • I ■ P„ J.2 0, 

R„ + o„ ,72 

H^// '.75 
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Dll 



I 


o„=o 




R« = R 


-Q + 

/i- 



S„ =:S 




r 



En eniployant lesvaleurs connues cle P, Q, R, S et faisant siiccessi 
venient /i =: r, 2 , 3, 4. 5, .... on aura les valours de P, , Q, , U,, S, , ... 
cellos de P^,, Q^, Rj, S^, . . .; cellos de P 3 , Q 3 , R 3 , S 3 , .... 


214. 


II resulte do tout ce qui precede quo los valours do a, h, c, d, c, ... 
deduites des equations 


(7 + 2 + 3 c + 4 f/ H- 5 e k , 

fl 4- + 3V + 4V/ + 5=6 + . . . . - B, 


a H- 2»6 H- 3 ’c-t- (^^d 4- 5 »e H- . . . = C, 


rt 4- 2'6 4- 3 ^c 4- k’’d 4- 5 "c 4- . . . = I), 
rt 4 - 2 ’ 6 4- 3‘'c 4 - 4^^^+ -h . . , “ E, 


sont expriinees ainsi : 


a 

2 


' O 


2.3 


• 7 ; I - I - C 


^71- I 

\2.3.4.5 I- 2.3 


/ ^ I TT - I 

\ 2 . 3 . 4 • 5 . 6 . 7 1 “ 2 . 3 . 4 . 5 I sTS 7 ^ 


2. 3 . 4. 5 . 6. 7. 8. 9 2. 3 . 4 . 5 . 6 .'- 


TT '- 


’ 2.3. 4 . 5 
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■xb 


A -B 


I) 


-hE 


71 - 

2 T 3 


+ c 


71 '^ 


. 3 . 4 . 5 . 6 . ■ 



' 

2. 3. 4.5 


t Tl '" 

I 7T= I 

3- 2. 3. 4. 5 

' 2 * 2 .3 2 * 

I 

7r‘‘ I 

) 2-2.3, 

, 4 . 5 . 6 . 7 2 * 


2 ^ 2 . 34.5 


I 7:- 
2*' 2.3 


3 6* 


: A B 

-I) 

H- E 


TT- 

2 . 3 


3 ^ ) ^ ^ " 


TT" I TT- , I 

2 . 3.44 P 


__ 7 r'‘ ^ r.^ I i 

2 . 3 . 4 . 5 . () . 7 3-2.34.5''^ 3-^ 2.3 3' 


7T° 


I 


71 “ 


2 .3.4 . P () . 7 . 8 . () 3 ’^ 2.3.45.6.7 3 ' 2 . 3 !! 4 . 5 o'' 2 . 0 


I TT- 

07 




'■ '' ,, A _ It fiil _ \) + 1 : -'Jt 

■>. Va.i 4 V 4- ;'-.3 


‘i". 


1 ) 

B(- 


TT^’ f 71^ I TT’^ I 

2. . 3 . 4 - 5 . 6 . 7 4 2. .3.4.5 4 ''' 2 . 3 4 *’ 


71'' 


I TT- 


2 . . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 , 8 . 9 4 - 2 . 3 . 45 . 6.7 4 ^ 2 . 3 . 4 . 5 4 *' 2 . 3 


215 . 

Connaissanl les valours cle a, b, c, d, on les substituera 

dans I’equalion proposee 

cp (.r) zrz a siox -f- b si a 2 .a:- -H <isio3jr -h sin4^ 4-. . . ; 

(d metfant aussi au lieu clcs quantites A, B, C, D, E, ... lours valours 
F. 26 
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o'(o], 9"'(o), 9'(o), 9"'(o), 9"(o). •••» on aura I’equation gencrale 


21 £l 
2 


Sin X 


- 8102^? 
2 


‘ 3 


sin 3^' 


— 7 sin4-^ 
4 


[?'(o) + 2" (o) (o - 7^ (srfc ” 7 73 7 ) 

Vir/ N / TT'*’ * r TT- I \ 

+ 2 73X0.7 ^ 7 73:7"5 7 ;^:3 - . ; -'“• • •_ 

o'(o) + 9'" (o) - i,) + o^o) ( “ 7 7;| 7) 

■^2 ('')(^7775X7“7 7347 a^73~7j'^---, 

?'(o) + ?- (0) (o - 7 + '''(»> (;::>7 - j 7 + i I 

2 (o) (xXO~7 “ 7 a.3.4.5 7 X 7 ) ■ \ 

7(0) + 9 - (O) -H 9 '’(o) . - 7 7;_ ) 

+ ®'"(o) (737-5X7 ■“ 7 73775 7 73 ‘ ■■ ■ ,7 H" • • • 


On peut se servir de la serie precedente pour reduire on scrie de sinu.s 
d’arcs multiples une fonction proposee, dont le developpemcnt lie con- 
tientque des puissances impaires de la variable. 


216 . 

Le cas qui se presente le premier est celui oil Ton aurait 


9(.-r) — .-c; 

on trouve alors 

9'(o) = i, 9"'(o) = o, 9''(o)--=o, 
ainsi du reste. On aura done la serie 

'| = sina;- d sin 2 x+ I sin3,r — i sin4.r H-. . 


qui a ete donnee par Euler. 
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Si 1 on suppose que la fonction proposee soil a?’, on aura 
<p'(o)~o, f'"(o) = 2 . 3 , ffl''(o) = o, (p™(o) = o, 

ce qui donne Tequation 



•3\ • 

— siti2.r 


i 

3 




sin 3 .r 


On parviendrait a ce meme resultat cn partant de Tequation preees 
den to 


: SI or 


- 81112 cT -1- - sin 3 ^ ■ 
2 3 


sin 4 ^ -i- • . 


Ell efled, en rniiltipliant cliaque menibre par et integrant, on aura 


cOS.r • 

4 


™ cos2cr -h ~ cos3jc‘ — cos4>'?^ -h . . . : 

2- 3“ 4“ 


la valour do la constante C est 


I 



4-^ 


1 



serie dont on sait qiic la soinme est -i- - —• Miiltipliant par rAr les 
deux ineinhres de requation 

r u- .r- 1 i ^ 

cos.r -- — - COS2.r -f- th COSO.r . 

2 2.3 4 •'i 3^ 


et integrant, on aura 


1 TT-.r I .r’* . 1 . ^ • o 

, . - -- - - ™ :r_:: siii.T — sin2;r.‘ -h sin 3 .r — . . . . 

2 2, 2 2.3 2** 3 “ 


Si inuiidcnant on met au lieu de .r sa valeur tiree de requation 


:r . I . I . O 

sin.r- ~sin2.r— TrSinJ.r 
'J, 2 3 


j siii4.r , 

4 


on 


ohtiendra la mornc equation que ci-dossus, savoir 


■>. a. 3 


'i:> ) sin 3.r 


sin 2 .V 




3V2.3 3V 


4 \ 2.3 4 ^ 


sin 4 '^ • 
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On parviendrait de lameme manierc a developper en series de sinus 
multiples les puissances , x\... et, en general, toiite fonction 

dont le developpement ne contiendrait que des puissances iinpaires 
de la variable. 

217. 

L equation (A) (art. 215) peutetre raise sous une forme plus simple 
que nous allons faire connaitre. On reraarque d abord ([u unepartie du 
coefficient de sina^est la serie 


7^°^^ ®'’(o) + —3 _ 1 5; (57^ 7'’" («) 


qui represente la quantite En effet, on a, on general, 


9(.r) =9(0) + .a;o'(o) + '^<^"(0) -h 9"'(o) 


Or la fonction ne contenant, par hypothese, <|UO des puissaiuu's 
impaires, on doit avoir 

9(o)=o, 9"(o)=o, 9'''(o)=o, 


et ainsi de suite. Done 

9(a^) =: 9'(o) + X + — ^7 ^- g fio) • ■ • 

Une seconde partie du coefficient de sin.x se trouve en multipliant par 
— la serie 


"(0) . 


TT*’ 

o 


0 ^X 0 )- 


TT" 


2.3. 4.5 


9-(o) 


2 . 3 . 4 . 5 . G . 7 


(pix(o) 


dont la valeur est ~ 9 ''('u:). On determinera de cette manierc les dille- 
rentes parties du caefficient de sina? et celles qui composent les cot'f- 



CHAPIIRE III. — SOLIDE RECTANGULAIRE INFINl. 205 

ticieiiude sinao:, siiiS.,, sin4.r, sinSx On emploim pour cela 

les equations 


(o) + ^cp'" (o) + o'- (o) + o'-'-(o) -H.. 


. 0 . D . 7 

-G 






■z9 t.",'.' 


= Z9'''(-). 


I ,., 


(-), 


an moyen de cette reduction, on donnera a I’equation (A) la forme sui- 
vanto 


■<p(.r) : 


(R) 


-■ sin 2 , 

o 


in .r['9(7T)- --■/(7r)-f - d;: ©''(t:) + . . . | 

’..r j^9(7r) - l9’'’(7T)- ;lo'-'(7r)-H...J 

-4- 2 sinS.T? j^9(Tc) — ip<ip"(Tt) + A 9 '''(tc) — A(p''’’(7t) +. . . | 

<p(7r) ^^tp"(7r)+ A<piv(7T)_ ^ _ _j 


--- 7 sin/|.^’ 

-I 


(HI cclle-ci 


cp ( .r ) ™ cp (tt ) l^sin .r — - 


siii 2 .r-i -7 sin 3.1? 
2 3 


(p" (tt) ( siiid? — ^ sin 2 j? -h ^ sln3x 




9^^ (tt) ( sin r sin2^ -I- ^ sinS^r — 


— 9^ ( TT ) f si n .r \ sin 2 .2? — si n 3 ^ ■ 
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218 . 


On pent appliquer Tune ou I’autre de ces formules toutes les fois 
que Ton aura adevelopper unefonctionproposee on une seric de sinus 
d’arcs multiples. Si, par exemple, la fonction proposec cst 
dont le developpement ne contient que des puissances irnpaires de a-, 
on aura 

TT — 

2 


sm.r — sin2.r-i-:^ sin 3 ,;r — . . . 
2 o 


■■■) 


— ( sin^ ^ sin2,.i? -h sinS.r • 

2'^ O'^ 


I . If • o 

sia j:* r sin sino.r 

2^ 


siiij? si n 2 ^ -h tt:; si n 3 x — . . 

2^ 3^ 

sin^ \ sin 2, r -4-- — sin3.r- ) 

2® 3’ / 


Ell distinguant les coefficients de sin^r, sin^^, sin3^, sin/i-r, ... et 
mettant au lieu de j — ^3 4- ^ ^ -l- . . . sa valeur - ’ on aura 

n n n‘ li" “h I 

-K — e-^ sin?,.*; ^ sinS.r .siii4,r 

2 _ e-ic n_ i 2 4- { ^ 3 -hi “ TTl 

On pourrait multiplier ces applications et en dcduirc plusieiirs 
series remarquables. On a choisi I’exemple precedent parcc ({u’il sc; 

presente dans diverses questions relatives a la propagation de la c.lia- 
leur (‘ ). 


or iii.fs V ^T' ®’ preccdonls, appclloraionl oiuioro los 

fait ThTtralTT obieniies et leurs coofficiciUs (Func manicro lout u 

fait arbitraire. 11 est evidemment impossible de justifier la substiuuion do la valour a lu 

06116 2 


- I -}- I — I ^ 


que 


I’illastre auteur opere ici pour determiner lo coefficient do sin.r. 


G. D. 
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219. 

Nous avons suppose jusqu’ici que la fonctiou clout on demando le 
developpement en series de sinus d’arcs multiples pent etre deve- 
loppee en une serie ordonnee suivant les puissances de la variable x, 
ct cju’il n’entrc dans cette derniere serie que des puissances impaires. 
On peut etcmdro les memes consequences a des fonctions quelconques, 
ineme a cclles qui seraient discontinues et entierement arbitraires. 
Pour etablir clairement la verite de cette proposition, il est necessaire 
de poursuivre I’analyse qui fournit I’equation precedente (B) et d’exa- 
miner quelle est la nature des coefficients qui multiplient sincf, sinner, 

sin3er, sin/iec, En designant par ^ la quantite qui multiplie dans 

cette equation ^ sinner si n est impair, et — ^ sinner si n est pair, on 
aura 

s—.cp{Tt)-- — <p"( 7 r) -H + • • • • 


Considerant s comine une fonction de tc, differentiant deux fois et com- 
parantlcs rcsultats, on trouve 

I d's 




equation a laquclle la valeur precedente de s doit satisfaire. Or rdqHa^ 
tion 

dans laquclle ^ est considerec comme une fonction de x, a pour inte- 
gralo 

t:;: a COS Tl X H- Z? si fl Jl X -h SiO 11 X I (p (x) COS 11 X dx 
— ‘/icosn^ ^ (p{x) sin nx dx-^ 


n ctant uu noinbvc entier et la valeur de x etaut egale an, on a 
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Le signe -i- doit etre choisi lorsque n est impair, et le signc lorsquc 
ce nombre est pair. On doit supposer x egal a la demi-circonfcrenco 
apres I’integration indiquee; ce resultat se verifie lorsqu on developpe, 
au moyen de I’integration par parties, le tcrme 



^mnx da , 


en remarquant que la fonction ^{x) ne contient que des puissances 
impaires de la variable et en prenant I’integrale depiiis .r — o jusqu a 

On en conclut immediateinent que ce terme equivaiit ii 


?(-) - 9^(-) + o"-(7T) a _ ^ ^v.n . 

Si Ton substitue cette valeur de - dans requation (B), cn pinuiant le 


signe H- lorsque le terme de cette equation est de rang impair, et !('. 
signe — lorsque n est pair, on aura, en general. 



sin 


pour le coefficient de sipna?; onparvientde cette manicrea un resultat 
tres remarquable exprime par I’equation suivante 


(D) 


i 2 — sinx J' sinx (f(x)dx 51 ( 12 . rj'sh\'?..t‘ cf){.r) f/.r 

-f- sin 3 a: J'sinix (^{x) + sin cx J sin I'.r 9 (■/') (f-r I ; 


le second membre donnera toujours le developpcment clunadie dci la 
fonction ^(a;) si Ton effectue les integrations depuis .r ^ o jusipi'a 

= -n. 


(') C est ici que Fourier enlre dans la voie qui lui a permis d’oblenir dcs notions exacLe.s 
et completes sur la nature des series trigonomdtriques et d’indiquer la solution vdritahlc 
d’une question c^lebre qui avait occupd au xvui» si^cle Euler, d’Alembert, D. Bernoulli (U. 
Lagrange. La determination des coefficients de la s6rie par des intdgralos delinics, inld- 
grales qm conservent un sens, mtoe lorsque la fonction est discontinue, osl duo lout 
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220 . 


On voit par la que les coefficients a, b, c, d, e, f, . . . , qui entrent 
<1ans I’equation 

- (p (cT ) — a sin a: -t-Zisinaaj-f-c sin 3 a; H- sin4.s? + . . . , 

c( quo nous avons trouves precedemment par la voie des eliminations 
successives , sont des valeurs integrates definies exprimees par le 
torme general 

Ain ix oi^x') clx, 

i etant lo nunioro dii terme dont on cherche le coefficient. Cette 
rcmarque cst importante, en ce qu’elle fait connaitre comment les 
tonctions entiercment arhitraires peuvent aussi etre developpees en 
scries de sinus d’arcs multiples. En effet, si la fonction o{x) est repre- 
scntcc par I’ordonnce variable d’une courbe qiielconquc, dont I’ab- 
scisse s’ctend depuis = o jusqu’a x = -k, et si Ton construit sur cette 
memo partic de I’axe la courbe trigonometrique connue dont I’or- 
(lonnce cst )^ = sin.r, il sera facile de se representer la valeur d’un 
tcrmo integral. 11 fautconccvoir que, pour chaque abscisse x a laquello 
repond une valeur de <f{x) et une valeur de sin,r, on multiplie cette 
dcrniiu’c valeur par la premiere, et qu’au meme point de I’axe on elevc 
une ordonnec proportionncllc au produit cp(a;)sina7. On formera, par 
cette operation continuelle, une troisieme courbe dont les ordonnees 
sent cellos do la courbe trigonometrique, reduites proportionnelle- 
nu^nt aux ordonnees de la courbe arbitraire qui represente Cela 

(Mitiero Fourier; elle osL rorigine des progres fondamentaux que lui doit cette theorie. A 
la voriLo les propositions aiixquellos il s’ cst trouviS conduit par la formule (DX et qui sont 
formulocs au commoncemont de rarticle suivant, n’ont pas ete di^montr^es par lui d’uno 
manicro rigoureuse; mais comme, ime fois ^iioncees, elles 6taient susoeptfbles au moins 
d’uno v6rirication numdriquo, elles ont dte admises, apres quelque hesitation, par tons les 
gdometres, avant d’avoir etc dtablies par Dirichlet. La thdorie de Fourier a dtd exposee pour 
la premidro fois dans son Memoire Sur la Theorie de la chaleur, presentd a FAcademie dos 
Sciences lo ai decembre 1807. 

F. 


27 
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pose, I’aire cle la courbe reduite, etant prise depuis j;' = o jusqu’a 
x ~~, donnera la valeur exacte du coefficient de sina:^; et, quelle quo 
puisse etre la courbe donnee qui repond a (p(.x'), soitqu’on puisse lui 
assignor une equation analytique, soit qu’clic ne depende d’aucune loi 
reguliere, il est evident qu’elle servira toujours a roduirc d’une ma- 
niere quelconque la courbe trigonoinetrique; en sorte quo I’aire de la 
courbe reduite a, dans tons les cas possibles, unc valour determinee 
qui donne celledu coefficient de sin.r dans le (leveloppementde la fonc- 
tion. 11 en est de nieme du coefficient suivant h ou j <p(.r) sin n.r r/.r. 

II faut, en general, pour construire les valours des coonicicnts a, h, 
c, d, e, . 1 ., imaginer que les courbcs dont les equations sont 

V — sin.r, v^Lsinaa.’, j = siii3.i;-, }• = sin/|.r, 

out ete tracees pour un meme intervalle sur I’axc des .r, (hquiis x = o 
jusqu’a a? = 'a, et qu’ensuite on a change ces courlx^s en inultipliant 
loutes leurs ordonnees par les ordonnees corr(‘S[)ondant(>s d’liiK' niomo 
courbe, dont I’equation est y = 's^[x). Les equalions di's eoiudx's re- 
duites sont 

)- = a(d;) sinx, >•= (p(a?) sin 2 .r, = siu3.r, _r q;(.r) siuo •••. 

Les aires de ces dernieres courbes, prises depuis .r : o jus(|n’a .v~", 
seront les valeurs des coefficients a, b, c, d, ... dans reipiation 

-o{.v) r= a sin.r -h h sin2.r -t- c sin3,r <l sin .'i.r i .... 

2 

221 . 

On pent aussi verifier reqaation precedenle (D) (arl . 211 ) )» (\n deli^r- 
minant immediatement les quantites a,, aj, . . . dans re((ua- 

tion 

cp(,a;)in aj sin^ -h sin + ^3 si^3.^• -h. . . r/y siiiy./* h . . . ; 

pQ,ur cela on muUipllera chaciiii des meml)res de la (huaiiina^ ecjualion 
par smixdr, i etant iin noinbre entier, et Ton prendra rintej^ralc^ 
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depuis ~ o jusqu’a ap = tc ; on aura 


/ ©(•«) s\(\ix dx— ai j' si n.r sin f'.r f/.r 

-h a.> j ' sinaap sitKjprfa,’ -i-. . .--i- aj J^sin j 


X sin ix dx 


Or on pout facilenient prouver ; 

1“ Quo toutcs Ics integrales qui entrent dans Ic second membre ont 
line valour nulle, excepto le soul tonne j sin«ap siiu'.r r/a-; 

2" Quo la valour do J sinias sinix dec est 
D’ou Ton conclura la valour do qui est 


y" 9 (.v) sintvC d.v. 


Tout so roduit a considbrer la valour des integrales qui entrent dans le 
second membre, et a demontrer les deux propositions precedentes. 
L’integralc 

9. I siny .r sin (.r «/.r, 


prise depuis ,-r = o jusqu’a .r = tc, ot dans laquelle i et j sont des 
nombres entiers, est 



sin ( i ■ -j)x 


'■+y 


sin (i + j)x -H G. 


l/intogralc devant eommencer lorsque x = o, la constante C est nulle, 
et, l(^s nombres i et / etant entiers, la valeur do I’integrale deviendra 
nulle lors([u’on fera a- = tt; il s’ensuit quo chacun des termes tels quo 


j sin.r siiH’a c/a, 

-fi 1^ sina.r siiiGr 
7, sin3a sini.7' dx. 
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s’eviiaouit, et que cela aura lieu toutes les fois que les nombres * ety 
seront dilferents. II n’en est pas de meme lorsque les nombres i ety 

sent egaus; car le terme .^.sin(i-y> auquel se reduit I’integrale 

devient et sa valeur est 7t. On a, par consequent, 


on obtient ainsi, de la maniere la plus brieve, les valeurs de a.,, 
a,. at, qui sont 


1^:=. - J' 9(^*) sinx d.Vy 
1^=: o{x) sill 2. r dXy 

^2 = 9(^0 sin 3 X dXy 




En les substituant, on a 


- q(^) zz: sin J? ^ q(^) sincr (ia; H- sin2ci :^ ^ <:p(^) sin 2 .r c/.r 

4 - sin 3 ^ c}(^) sin3a? -h. . . 4 - siru’.r ^ cp (./*) sin /./vZx* 


Le cas le plus simple est celui oil la fonclion doniuuj a une vabuir 
constante pour toutes les valeurs de la varialilc comprises enlia^ o 

etTz; dansce cas, I’integrale ^ ^xxxixdx est egale a i si le nombre i est 

impair, et egale a o si le nombre i est pair. On en deduit requatioii 

re . I.r, I.- I. I. 

— sin iZ- I ^ sin 5 ^ sin 0 —t— — sm n ~h — sin (.) —f" • - • , 

2 6 5 7 9 


que Ton a trouvee precedemment. 
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11 faut remarquer que, lorsqu’on a developpe uiie fonction '^{x) en 
line suite cle sinus d’arcs multiples, la valeur de la serie 

a sin X -t- i sin 2 j? + e sin 3 h- < 3 ? sin . . 


est la meme que celle de la fonction ^{x') tant que la variable x est 
comprise entreo et tx; mais cette egalite cesse, en general, d’avoir lieu 
lorsque la valeur de x surpasse Ic nombre ir. 

Supposons que la fonction dont on demande le developpement 
suit iv; on aura, d’apres le theoreme precedent. 


~ = sin.r J" X smxdx -h sin 2 ;» J x sin 2 a; dx 

H- sin.ixj' X sia^xdx + sin 4^ J' x sin 4^ dx 

L’integralo / .r siiicr equivauta ±: les indices o ct tc qui soul 
joints au signe font connaitre les liinites de I’integrale; le signc + 

doit etre choisi lorsque i est impair, ct le signe — lorsque i est pair. 
On aura done I’cquation suivantc : 


X' . T 

- n: sin.r 

2 


sin2x' 


-{- j sin 3^ — 


y sin 4 •5^' i sin 5 — . . . . 
4 5 


223 . 

On dcveloppera aussi en series de sinus d’ares multiples les fonc- 
tions diderentes de cedes oii il n’entre quo des puissances impairesde 
la variable. Pour apporter un cxemplc qui ne laisse aucun doute siir 
la possibilite de ce developpement, nous choisirons la fonction cos-a-, 
qui no contient quo des puissances paires de x, et qu’on developpera 
sous la forme suivantc 

a .sin.'C -i- b sin 2^7 -1- c sin 3 .* -+- d sin 4 ^ •+- e sin5 a* -1- . . 


quoiqu’il n’entre dans cette derniere serie que des puissances impaires 
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lie ia meioe variable. On aura, en effet, d’apres le theoreme prece- 
dent. 

- COS .r = siii J.' / cos x si n x cLv 

i J 

-4- sin / coScT dx n- siriBcr cos.r sin 3.^* dx -f- . . . , 

L'integrale J cosx sinix dx equivaut a zero lorsque i (‘sL un noinl)i‘e 
impair, eta - lorsque i est un nonibre pair. En supposarit sncces- 
sivcment i = 2 , 4, 6, 8, . on aura la serie toujours convergcnte 


4 


y cos^= — o sm2jr-i- y-zr sinZivr 4- -p — s 
4 1.3 3.5 5.7 


shi(J.^‘ 


ou 


COSX : 


8 I o 

— sin8 JT H 

7.9 9.11 


I I 

sm 2 4- ( ^ 4 - y ) SllUVr 

O iJ J 


sinio./* 4~ . . 


0 + 5. 

-H ( 4 -h - ) sinGa? H- ( - -I- - I sin8.r -1- ( - -I- -0- \ siiiio.r i- . . . . 

7/ \7 9/ \9 • .1 


Ce resultat a cela de remarquable qu’il offrc le develepporncdl. du co- 
sinus en une suite de fonctions dont chacune ne contii'iit quo des 

puissances impaires. Si Ton fait dans Tequation precedent' .r = j, on 
trouvera 



Cette derniere serie est connue {Introd. in analysin infm.it., cap. X). 


224 . 

On peut employer une analyse semblable pour developper uin^ foiic- 
tion quelconque en serie de cosinus d’arcs multiples. Soil cp(.r) la 
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fonction dont on demande le developpeinent, on ecrira 


(/« ) 


^ o(.r) = «o coso.r- -f- «, cos.r -\- a, c-osix 
I -+- COS 3 ,K cos tx 


Si Ton mulLiplie les deux membres de ccttc equation par cosy.r et quo 
Ton ititegre chacun des tonnes du second inenihrc depuis a- = o jus- 
qu’a .cr^TT, il est facile de s’assurer quo la valeur de cette integrale 
sera nulle, oxcepte pour le seul terme qui contient dcja cos/.r. Cette 
remarque donne iinmediatement le coefficient il suftira, eu general, 
de considoror la valeur do I’integrale j cosj.r cos ix dr, prise depuis 
.r = o jusqu’a x = 7:, en supposant quo j ot fsont des noinbres entiers. 
On a 


/■ 


cos J X cos Ar dx — 


(./ + 0 


•T sin (y + i)x ■ 




sin(y — i)x -h E. 


Cette integrale, prise depuis .r = o iusiju’a .r — t:, est evideinment 
millc loutes les fois quo J oi l sont deux noinhres dilferents. 11 n’en est 
pas de meme lorsque ces deux noinbres sont egaux. Le dernier teriiie 

sinf /— i]x devient -> et sa valeur est -j lorsuuc I’arc x est 

a(y — /. ) ' o a * 

egal a ix. Si done on nuiltiplie les deux terines de requation prece- 

deiite {ni) par cosbr, et quo I’on inti'gro depuis ojusqu’a r., on aura 

j c^{x) cos/.r dx :r- 

equation (lui fera eonnailrc la vab'ur du coefficient a,. Pour trouver le 
[ireinier coefficient <7o, on reinarquera ([ue, dans I’integrale 




sin(y4- i)x -t- ^ sin(y'— i)x. 


si Ton a 

J--0 cl /=o, 

eliacun des terincs devient -■> ot la valeur de ebaque tnune est 
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ainsi I’integrale f cosjx cosixdx, prise depuis .x = o jusqu’a x = tz, 
est niille lorsque les deux nombres entiersyet / sont differents; elle 
est ^ lorsque les nombres j et i sont egaux, mais difforenls de zero ; 
elle est egale a r. lorsque y et isont I’un et rautro egaux a zero. On 
obtient ainsi I’equation suivante : 

I o(a,’)d'x H-cosie jT ip(.r) cos;r f/.r 

I -i-C0S2x f o{x)coS2x dx -hCQsSx C 9(.r) cos3,r ^,r H-.... 

Ce tbeoremc et le precedent convicnnent a toutes les fonctions pos- 
sibles, soit quo Ton en puissc exprimer la nature |)ar les moyens 
connus de I’Analyse, soit qu’elles correspondent a des conrbes traeoes 
arbitrairement. 


Si lafonction proposee dont on demande le developpement on cosi- 
nus d’arcs multiples est Invariable x elle-memc, on ocrira requation 

-X 

— = «i cosj; -t- aj cos2,5;; -t- cosS.r -i- . . . «,• cos ix -i- . . . , 

et Ton aura, pour dMerminer un coefficient quelconqiie recjnalion 

r 

ai— j .r cosia' d.r. 

do 

Cette integrate a une valeur nulle lorsque i est un nonibre pair, (>L est 
egale a — | lorsque i est impair. On a en meme temps 

TT- 

^0 = - 7 -* 

4 

On formera done la serie suivante : 


X =:— / COS a? . COs3«' ^ cos 5 a? -COST. 

2 71 S^TT 
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On pout remarqucr ici que nous sommes parvenus a trois clevelop- 
penients differents de savoir 

^ = sin.r _ isina.^; + gsinS.r — ^3111407-1- sin 5 .r — . . . (art. 222 ), 

± isin.r - ^ sin3.r + ~-sin5.r - ^ sin;^ . . (art. 181), 

./■ TT o, 2 2 

— “ y cos.r — 77 ~ cosj./- — coso.r — .... 

[\ 'll 0-71 13“ TT 

II faut remarquer que cos trois valours de ^ ne doivent point etre 
considereos cominc egales pour toutes les valeurs de x\ les trois deve- 
loppomcnts precedents n’ont unc valeur commune que lorsque la va- 
riable X cst comprise entre o et y La construction des valeurs de 
ees trois series ct la coinparaison des lignes dont elles expriment les 
ordonnecs rendraient scnsibles la coincidence et la distinction alterna- 
tives des valeurs de ces fonctions. 

Pour donner un second exemple du developpement d’une fonction 
en serie do cosinus d’ares multiples, nous clioisirons la fonction sin.r 
(jui ne coaticnt que des puissances impaires de la variable, et nous 
nous proposerons de la developper sous la forme 

a -h b cos.f “H c cos 2 x d c-os 3 .r -h . . . , 

Ku faisant a cc cas particulier Tapplication de I’equation generale, on 
(rouvera, pour I’etpiation eberchee, 

TT _ t c(>s'.<,r cos/i-r cosG.r cosS.r 

4 i.:i .'i.;') 5.7 7.9 

On parvicnt ainsi a developper une fonction qui ne contient que des 

puissances impaires en une serie de cosinus dans iaquelle il n’entre 
que des jmissances paires de la variable. Si I’on donne a x la valeur 

particuliere y on trouvera 

TC j 1^ I I 

4 ^ 1.3 3.5 ^*7 7*9 


F. 


28 
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ih* (Ii"‘ 1 tHjUuiion cooiRic 


s “ f . , ] r> . 7 ' 9 . [ I I . I . ) 

(R aiRsi 

t: I I I F ! 

R • > ; -) .5 “ . 9 I I . I .' ) i . I • > 

i-n ajOLitunt ces deux resultats, on a, rominc |»r(''('('‘(l(‘intnciil. 

‘ ' ' ' ' I 

4 : ■> I . i) 3 . A 3.7 7.9 9 • I J M . 1 . ) 

226 . 

L'analvse precedeate (loniiani; Ic laoyea (h‘ ddv(d{)ppri‘ nnr fdiaiioii 
(|iie!oon(]ue eii serie de sinus on (l<‘ cnsiniis (Fares iHnltiph's, ihmis 
rapplicjiierons faeilemcMit an cas oii, la. rosicFnui ii a (l(‘s \a~ 

leiii'S deterrnint-‘es lorsijiaj la varial)l(‘ esi roaiprisF^ dr riMlaiih's 

liiaitcs, et a des valeiirs luillrs loi*S(|n(‘ la variahF^ «‘si roiuarist' (‘nir«‘ 
d'luUi'OS limitC'S. Nous nous an^derons a r(‘xani(‘ij (!(‘rr ras jufti ir 11 1 i(‘ r 
par(.*(‘ qii’il se piajsente dans l(..‘s (:|U(‘siions j)livsi(HH‘s (jus (F^Muahail 
d(‘s (equations aux diirerences pai'liellirs, cl (jiFil avail. pnqnFsr 
autrefois coinirH 3 nil exernple des rono.lions (jU! !i(‘ [Hunauil (uia* dj'‘\r-~ 
loppees en sinus ou ('*osiniis (Fares niiillipl(‘s. Snpposons (Fuir (jiir Ton 
ait a reduirc cn line stu'ie de cette lonno uih^ fourFKui doiif. la wihuir 
rst consiante, lorsque x est comprise eiUia^. o cl a, id doiil Iniih^s h^s 
valeurs sontiuilles lorsque a:; est comprise euire a el 7:. On (niqdiFnn'a 
Fixiiiation i^xmdu’ale {m), dans laquelleles iiitei^ralias dnivmil rive prisc's 
(lepuis ..r = o jusqu adr=:T:. Les valeurs de o(u‘) qni (‘iilianil sriis Ir 
signe/etanliuilles depuis a— a jusqu’a .x— tu, il snflira (Finlj-rri* 
depuis .r = o jusqu a x = y.. Cela pose, 011 Irouvera, pour la sm i(“ 
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(lemaiuiee, cn (l<';sii-nant par A la valeur coiislante dc la ronciioii. 


" , , / I — cos a 


I — COS 2 a . 
siii./'H- - - sini>.7’ 


i — cos o y. 


Sill 0.7* 


I ros-j a 


sni ,v . , 


Si I Oil liiil. h ZT-A (‘t <-j(ie Ton ro|)rosen[e le sinus vot'se do I'arc x par 
sill \dr, OH aus'a 

Cp (. 7 -) sio\ a SI 11 , 7 ' -h “ si 1 1 V a si II :> . 7 - -I" 77 Sill \' .'J a sill 3 , 7 ' 

'*■ .) 

I • 7 si 1 1 V ,'| y si II . 7 ' -h - si II o a sin 5 . 7 - 4- ... . 

I 0 


sori(‘ ionjoiirs c.oiiv(‘i*i;-i‘nro (?si, iollo (jiio, si ron d,onii<‘ it ,r inio 
vnliun* (inoJ(‘oiHjno (‘oiiipriso (uihro o(- a, la sorunio do ses iiu'iDCs sera 
; niais, si Toil doniH^ a u* nuo vahuii* (|uolc*oiN|tio plus graiul(‘ ipio a 
(d inoisHlr(‘ (juo, u, la soiuiuo dos Joj-uios sru'u SHillco 

Dans Toxiunplo suivanl., qui n’osl, pas uioisis i'(uuai‘qiiablo, i(.‘s va, lours 
do o(.rj soul d^'alos ;i sin p(Hii* Ionic's h's vab'urs rl(‘ x coiuprisi'S 
osih'c' o oi a, oi soul, inillos pour Ionic's l(‘.s vabnis's do x coniprisi's 
0Hli*(' a oi 7;. Pour h'oiivcn* !a sdrio cpii salisfail ii cc'lii' ooiidilioii, on 
oinploiora rdcpiaiion ( D ). 

l.a'S 1 ii ioi^'i'a los doivoni, diia' piasi's di'pnis .r : ; o juscjudi a- az.: 7: ; inais 
il snUira, dans lo ras doiil il s’ai;'iS, d(‘ prc'udrc' ocas inld^'ralos (h'pnis 
,r o jns(|ir;i .r - a, pniscpn' Ic's valc'urs do, o(a-) soiii snpposdc's 
niiilos dans tc^ rosh' do I’iiiiorvalh'. On (ui (‘onoliii'a 


/sinasin./' si n > sin > . 7 - sin .3 asin .'P/- si n ,'i ,a si n i ./• . 

OiX') !- 1 ■ .... o H a; 7--.;- -i-... . 

\ n~ ■ ■ yy j'-" — ‘K~ y.“ j ^ y.~ 71 " — i\~ y.~ ) 

si I’on snpposaii ■ tu, ions Ic's iornnis dc' la sdrio s’dvaiuuii raioii I 
c'xc'opid 1 (,‘ prc'niic'i*, cpii d('vi<.nidrail %‘i qiii a pour valour siiin*; on 
aurail doin* 


o (. 7 -) -A"- si 11 . 7 -. 
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227. 

tin jiriH ia nioni«‘ aaalyse au cas oil rordoiinor 

[lar s -r seraii rs-lh* d'linc co!ri|)Ose(' do (lilI«‘t'(‘nfos pai1j(‘s. doiil 
lr> fuif'S SL’rairni des arcs do C'oiii'lies ol los aiiiros d(‘s li^iuas droil(‘s. 
Par tooMiipiO, si ia fonctioii dont on deniando !o ddv(dop|H‘inoii I (oi 

series dir eosiniisd'arcsiiiiiliiplosapoui* valour ) -- a-“ di^puis-r . o 

jusipra .r == ot est lUiHe depnis .r = ^ jiisqira a* r - t:, ois nnploiiu'u 

i'equalion ^'enerale n . et, en rdfoeiiiani, !es iuld^’rahous dans los !iinil(‘s 
donneos. on Iroiivera qiie ie terine gdndral 



cos /a* t/j' 


ost di^'al li ^siii^ loi‘S(jae Zest impair, ;i loi'sqiio / osi doiiblo (run 
iioriil)re impair, ol a ~ lorsqiie / osl. (piadiaiplo ddin uoudua^ impair. 

« f I 7~^ 

D iiM aulre cold, on troiivera pour la valour du promior humu^ 
~ I z dx. On amai done le ddvoloppoinonl suivaiif : 

I f ( ~ \~ '■*- I eA>S./' CCLS.')./' cos.).;' COS”./' ^ 

a * ■2.'.) y--! / ' t: ■ !•' .‘r^ ' .V‘ I • ■ • ) 

COS a./' <'Os P/‘ cosO)./' 

Lo second ineiiilu’e est reprosento par uno liguo oomposdo d’aros pai’a- 
Imliqiios ol do lignes di'oites. 

228. 

On poiii'i'a Iroiivor do la memo mainoro lo (Idvoloppomonl ddnu* 
fonelion do ar qiii exprime rordoniiee dn conlonr d’liu Irapo/o. Siippo- 
sons ([U(‘o a i soil (‘gale a x depiiis a* o juscju’ii a- a, (ju(‘ o«0f<‘ 
fonclion soitegale a a depuis a* = a jusqiPa a; ~ t: -- a, cl oiiliii dgal(‘ 
a- -a-, depuis .r zz: t: - a jiisqu’a a— 7 :. Pour la ndluin^ (ui iiik* 
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SOLI BE PvECTANG-U LAIRE LXFIAL 


serie (h.^ siiiO-S (Fares rruiliiplcs, on sc SiO'vira de Fiaiiuitioii gcnc'M'ale f D ■. 
Le terme ^(Aicra! / o(/r) sin/avZi* s(‘ra (^omposc'^ dc trois pinaics dific- 
i‘( 3 n(;es, ct Foil 5Uir;5, apres Ics rcdiiclioiis, sisi/a pour 1('‘ eocdludf'nr 
do sin/.r, iorsepK* i csi ii.n tunribrc impair; cl, z{d‘o |>oiir ee cocHici(njf, 
lorsijijc Zest ini innalH-c pair. On pai*vi(MU. aiiisi a Fcqrialioii 

, “ . . 1 

l~o(./') -■ smasm.r •- , sm .) a s!!i .) r 

1 ‘ 

1 . . . . I . 

■ 1- — ■ Sin ;> a Sin .)./• l ; sin - a si n i- . . . . 

> y 



Si I’on siipposail a !(‘ (rapi^/a^ sc conldndi'ail avee h' ti'iangie iso- 

scidio el Fonani'ail, eoiniSH^ pridaahmiiiKml , ponr F(d]iialio!i du eonloiir 
d(‘ (‘(‘ lrian^'i(‘ 

“ , . * . . , I . . 1 . 

- o {.r ) sin .r , sm •>./• i - . , sin ■>./• sin " ,r i • . . . . 

■ I ' •>" •>“ 7 ‘ 

s(d*i(‘ (|Ui csl, l.oiijonrs con vao'i^am 1(‘ (jmdic (jn(‘ sail ia vaFair dc .r. !0i 
^’ciKM'al, l(‘S snil(‘s Irii^'oiHuiH'^hmjmss auxijinddas nous smniiH^s pai'Vtuiiis 
(Ui dcV(dop|)ani !(‘s div(n*s(\s Idnclions soul, l.oiijonrs (“-oinan'i^amf cs : 
inais il in* nous a point pani nc(‘<‘ssair(* di* l(‘ didiioii l.rm* ici : car li's 
l,(‘rnn*s (| ui coniposiU!!. c(‘s snit(*s in* son t (jii(‘ l(‘s (‘(udlicimi Is d(*s Irn'ini'S 
d(^s s('*ri(‘s (pii (lo!iiH‘nl, h's vali'urs (l(‘s h‘mp('*ra I ina*s ; cl (a*s ro(‘nici(‘iils 
a(lci‘.t(*n I, dcs (pianljl(\s (‘\ poin‘n I n*! I(‘s (|m d(d*!‘oiss(‘n I li*(‘s i‘apid(*im*ii I , 
cn sorl(* (|ii(‘ c(*s d(‘rni(*r<‘s s('‘ri(*s soul l.irs c(Hs\'i‘ri^‘(*nlcs. A Fc^'ard iF* 
c(‘ll(‘s on il iF(‘iilr(‘ (pn* d(‘s sinus on (l(‘s cosimis (Fares inn Iti pl(*s , il 
csl (’*i^‘a l(.‘nn‘nl. laci F* di* pron V(*r (| iF(‘IF‘s son I. con\'(*r^‘<‘n l,(‘s, ([uoiijii’cl l(*s 
r(‘pr(Fsc file III F‘s ordoninF*s d(*s ll^•n(‘s disconlinn(‘s. F(‘la ini laFsnlti* 
pas s(n!lcnn*nf. (F* ci* (jin* l(‘s vaF‘ni's (l(‘s l(‘rni(‘s diminn(*nl: (‘onlin ind !(*- 
nn‘nl; c.ai* (‘(‘IF* condition in* snlFit pas pour (daidir la (*,on V(‘r^'(‘nc(‘ 
(Fnin* S('*ri(*. II (*sl n(F-(‘ssai la* (jin* F‘s vaF*nrs anx(jn(*!ics on parviciil, 
(‘11 au^'m(‘niant coniimn‘lF*m(‘nt F* nomlna* dcs l(‘rnics, s’a jiproclicot (F* 
pins {‘11 |)lns d’nni* liinih* lix(‘ (*1 in* s’(‘n (M‘arl(‘nl (jin* (Fiiric (jiiantiu* 
(]ui [)(‘yl d(‘V(‘nir inoiinFa* (jin* 1 onh* i^randenr donin*!* : C(*ti(* Fiinih* (*sl 
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227 . 


On pent etendre la meine analyse au cas oil I’ordonnee representiki 
pars;.r) serait celle d’lme ligne composee de differcntes parties, dont 
lesunes seraient des arcs de coiirbes et les autres dcs ligncs droites. 
Par exeinple, si la fonction dont on demande le developpoment en 

series de cosinus d’arcs multiples a pour valeur depuis.T = o 

jusqu’a a; = et est nulle depuis a? = ^ jusqu’a .v =-k, on cmploicrn 
Tequation generale (n) et, en efFectuant les integrations dans les litni tes 
donnees, on trouvera que le terme general 


m-'] 


cos I a: 


dx 


estegal a ^ sin — lorsque i est impair, a \ lorsquc / est double d’lui 


nombre impair, et a — ^ lorsque i est quadruple d’lm noinbrc impair. 

I TT® 

D’un autre cote, on trouvera ^ ^ pour la valour du premier 
^ y o(.r)r/a7. On aura done le developpement suivant ; 




2.3 


2 f cos X cos 3 X cos r> X (‘OS 7 


TT \ 

COS2,2? 

2 - 


3^ 

cos/i,r? 




C()S().r 


Le second membre est represente par une ligne composee d’ares para- 
boliques et de lignes droites. 

228 . 

On pourra trouver de la meme manierc le developpement <run{‘ 
fonction de x qui exprime I’ordonnee du contour d’un trapeze. Siippo- 
sons que ®(aj) soit egale a x depuis ar = o jusqu’a x — a, <ju(^ (‘.(‘.tti* 
fonction soit egale a a depuis x = a jusqu’a a; = u — a, et culin egal(‘ 
ar,— a;, depuis a; = -n: — a jusqu’a x — -z. Pour la reduirc en iinc' 



CHAPITRE III. - SOLIDE RECTANGULAIRE INFINI. 221 

serie de sinus d’arcs multiples, on se servira de I’equation generale (D)i 
Le terme genei-al f ?,\mxdx sera compose de trois parties diflTe- 
rentes, et Ton aura, apres les reductions, |;sinia pour le coefficient 

de sinto;, lorsquc i est un nombre impair; et zero pour ce coefficient, 
lorsque i est un nombre pair. On parvient ainsi a I’equation 


(A) 


©(.r) = sina sin.r H- ^ sin 3 a sin 3 .: 


-+- sin;)asin 5 .r H — ; 81117 a sin 7.2; 


Si Ton supposait a = ^’ le trapeze se confondrait avec le triangle iso- 

scele, et I’onaurait, coniine precedemment, pour I’equation du contour 
de ce triangle 




siii.r 


32 


sin 3 .r 


; siiiii.r • 


— sin 7 j;- 


serie qui est toujours convcrgento quelle qiie soit la valeur de .r. En 
general, les suites trigonometriques auxquelles nous sommcs parvenus 
on developpant les diverses fonctions sont toujours convergentes ; 
inais il ne nous a point paru necessaire de le demontrer ici : car les 
termes qui coraposent ccs suites ne sontque les coefficients des termes 
dcs series qui donnent les valours des temperatures; et ces coefficients 
alfectent dcs quantiles exponentiellcs qui decroissent tres rapidement, 
cn sorte que ces dernieres series sont tres convergentes. A I’egard de 
cedes oil il n’entre que dcs sinus ou des cosinus d’arcs multiples, il 
est egalemcnt facile de prouvor qu’elles sont convergentes, quoiqu’elles 
representent les ordonnees des lignes discontinues. Cela ne resulte 
pas seulement de ce que les valours des termes diminuent continuelle- 
inent; car cette condition ne suffit pas pour etablir la convergence 
d’une serie. Il est necessaire que les valeurs auxquelles on parvient, 
cn augmentant continuellemcnt le nombre des termes, s’approchent de 
plus en plus d’unc liinite fixe et ne s’en ecartent que d’une quantite 
qui pent devenir moindre que toute grandeur donnee : cette limite est 
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lavaleur de la serie. Or on demontre rigoureusernent que les suites 

dont il s’agit satisfont a cette derniere condition. 


229 . 


Nous reprendrons [’equation precedente (A), dans laqucllc on pout 
douner a x une valeur quelconque; on considerera cette quantile 
comme une nouvelle' ordonnee, ce qui donncra lieu a la construction 
suivante. 

Ayant trace sur le plan des xy {fig. 8) le rectangle dont la base Ott 

Fig. 8. 
w 

I 

1 

[ 

0 '' 


est egale a la demi-circonference et dont la hauteur cst sur lo mi- 
lieu du cote parallele a la base on elevera perpendiculaireincnt an 
plan du rectangle une ligne egale a ^ et, par I’extrciTiitc su[)erieur(^ 
de cette ligne, on tirera desdroitesaux quatre angles du rectangle. On 
formera ainsi une pyrainide quadrangulaire. Si Ton porle inaintenant 
sur le petit cote du rectangle, a partir du point 0, une ligiu', ([uol- 
conque egale a a, et que par I’extremite de cette ligne on miine un plan 
parallele a la base 0-a, et perpendiculaire au plan du rectangb^, la s(‘c- 
tion commune a ce plan et au solide sera le trapeze, dont la hauteur 
est egale a a. L’ordonnee variable du contour de ce trapeze (ist egale, 
comme nous venons de le voir, a 


smasina:-)- sin 3 a sin 3 a::- 


52 


sin5asin5^ • 


^ sin 7 a sin 7. /• . 


\ 


II suit de la qu’en appelant x, y, z les coordonnees d’un point qued- 
conque de la surface superieure de la pyramide quadrangulaire <[n(> 
nous avons formee, on aura pour [’equation de la surface du polyedre. 
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entre les limites oc=o,3c — tz, y = o, y=^, 

TT^ _ sin.r sinj sinSa^sinS^ sin5a;sin5x 

2 — i’- gi 

Cette serie convergente donnera toujours la valeur de I’ordonnee z, ou 
de la distance d’un point quelconque de la surface au plan des scy. 

Les suites formees de sinus ou de cosinus d’arcs multiples sont done 
pvopres a representer, entre des limites determinees, toutes les fonc- 
tions possibles, et les ordonnees des lignes ou des surfaces dontla loi 
est discontinue. Non seulement la possibilite de ces developpements 
est demontree, mais il est facile de calculer les termes des series; la 
valeur d’un coefficient quelconque dans I’equalion 

(p [x) = a, sin a; 4- siii'ia? -H sinSa? 4 - . . . h- siiij'a; 4-. . . 
est celle d’une integrate definie, savoir 



Quelle quo puisse etre la fonetion on la forme de la courbe qm 

la represente, I’integrale a une valeur determinee qui peut etre intro- 
duite dans le calcul. Les valours de ces integralcs definies sont ana- 
logues ;i celle de I’aire totale f (s^{x.)dx comprise entre la courbe et 
Taxe dans un intervalle donne, ou a cclles des quantites mecaniques, 
telles quo les ordonnees du centre de gravite de cette aire ou d’un 
solide quelconque. II est evident que toutes ces quantites ont des va- 
lours assignables, soit que la figure des corps soit reguliere, soit qu’on 
lour donne une forme ontierement arbitraire. 

230 . 

Si Ton applique CCS principes a la question du mouvement des cordes 
vibrantes, on resoudra les difficultes qu’avait d’abord presentees I’a- 
nalyse de Daniel Bernoulli. La solution donneepar ce geometre suppose 
((u’une function quelconque peut toujours etre developpee en series de 
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sinus oil de cosinus d’arcs multiples. Or, de toutes les preuvcs de cette 
proposition, la plus complete est celle qui consiste a resoudre en effet 
line fonction donnee en une telle serie dont on determine les coeffi- 
cients. 

Dans les recherches auxquelles on applique les equations aux diffe- 
rences partielles, il est souvent facile de trouver des solutions dont la 
.somme compose une integrale plus generale; mais I’emploi de ces 
integrales exigeait que Ton en determinat I’etendue, et que I’on put 
distinguer clairement les cas oil elles representent I’integrale generale 
de ceux oil elles n’en comprennent qu’une partie. II etait necessaire 
surtout d’assigner les valeurs des constan tes, et c’est dans la recherche 
des coefficients que consiste la difficulte de I’application. II est rcmar- 
qiiable que Ton puisse exprimer par des series convergentes et, comme 
on le verra dans la suite, par des integrales definics les ordonnees des 
lignes et des surfaces qui ne sont point assujetties a une loi continue. 
On voit par la qu’il est necessaire d’admettfo dans I’analysc des fonc- 
tions qui ont des valeurs egales, toutes les fois que la variable rcqoit 
des valeurs quelconqucs comprises entre deux liinitos donniies, tandis 
qu’en suhstituant dans ces deux fonctions, an lieu de la variable, mi 
nombre compris dans un autre intervalle, les resiiltats des de.ux sub- 
stitutions ne sont point les memes. Les fonctions qui jouisseiit do cette 
propriete sont representees par des lignes didcrentes qui no coincident 
que dans une portion determinee do leur cours et olfrent une especo 
singuliere d’osculation finie. Ces considerations prennont buir origine 
dans le calcul des equations aux differences partielles; dies jetton t un 
nouveau jour sur ce calcul et serviront a en facilitcr I’usage dans les 
theories physiques. 

231 . 

Les deux equations generales qui expriment le developpeiiient d’une 
fonction quelconque en cosinus ou en sinus d’arcs multiples donnent 
lieu a plusieurs remarques qui font connailrc le veritable sens de ces 
theoremes et en dirigent I’application. 
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Si, dans la serie 

a b cos j; -4-ccos2a;4-rf cosS^c + e cos 4 . 2 ^ -i- . . . , 

on rend negative la valeur de x, la serie demeure la meme, et elle 
conserve aussi sa valeur si Ton augmente la variable d’un multiple 
quelconque de la circonference 2ir. Ainsi dans I’equation 

I I cp(.r) rfd? cosj; ( (^{ac) q.osx dx 

(V) " 

I -+-C0S2.r 

la fonction !p cst periodique et representee par une courbe coinposee 
d’line multitude d’arcs egaux, dont chacun correspond sur I’axe des 
abscisses a un intervalle egal a a-r:. De plus chacun de ces arcs est 
compose de deux branches symetriques qui repondent aux deux moi- 
ties de I’intervalle egal a 27:. 

Supposons done que Ton trace une ligne d’unc forme quelconque 09a 
etqui repondc a un intervalle egal a u {/ig-. 9). Si Ton demande une 
serie do la forme 

rt 4- /;< COS ,r -h c cos 2 a.’ H- COS 3 ^ -h . . 


(p(.r) cosajjrfjj-i- cosSa; /■?( 


x) COSScT cLv - 


telle que, en mettant au lieu de x une valeur quelconque X comprise 


ai 


- 7U 


Fiff- 9* 



entre o et ti, on troiivc pour la valeur de la serie celle de Tordon- 
nee X9, il sera facile de resoudre cette question : car les coefficients 
donnes parTequation (v) sont 


I 


t: 






cosx dx, 



C0S2X dx, 


Les diverses integrales, qui sont prises de ^ = o a a:? = tc, ayant tou- 
F. 29 
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2 : 2(5 

jours (les valeurs mesurables comme celle de I’aire O^a-n:, et !a scrio 
Ibrmee par ces coefficients etant toiijours convergente, il n’y a auciine 
forme de la ligne 90a pour laquclle I’ordonnee X9 ne soit exactement 
representeo par le developpement 

a -t- bco 5 .K -f- c cos 2 a; + + e cos 4 -» 

L’arc 99« est entieremeiit arbitraire; niais il n’en ost pas do mbmc dcs 
autres parties de la ligne; elles soiit au contraire detcrminoes : ainsi 
Fare oa qui repond a Finlervalle de o a — ir est le memo que Fare 9a; 
et Fare total aoase repete pour les parties consecutives de I’axe dont 
la longueur est 

On peut faire varier dans F(jquation (v) les limilcs dos integralos. 
Si elles etaient prises depuis a? = — ir jusqii’a x — le resultat serai t 
double; il le serait aussi si les limites des integrales etaient o et 27:, 

ail lieu d’etre o et 1:. Nous designous en' general par le signe f 

*■(1 

Fintegrale qui commence lorscjue la variable equivaut a n, et qui est 
complete lorsque la variable equivaut a h; et nous ecrirons requa- 
tion (/i) sous la forme siiivante : 


/ q[x) dx i (p(.r) cos.r f/.r 

i -4- COS 2x f cp (.r) cos 2 X dx -h cos 3 ./• / 9 (./•) cos 3 ./• dx -h .... 

' *^0 « A ) 


Au lieu de prendre les integrales depuis .r=o jusipi’a .v = -k, oh 
pourrait les prendre depuis x = o jusqu’a x — 2-11, on depuis .r — — t. 
jusqu’a a; = 11; mais, dans cbacun.de ces deux cas, il laut ecrire an 
premier membre 'n:9(a?) au lieu do ^9(.x-). 


232 . 

Dans Fequation qui donne le developpement d’une fonctioii qiiid- 
conque en sinus d’arcs multiples, la scrie change de signe et e,onscrve 
la meme valeur absolue lorsque la variable x devient negative; elle 
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conserve sa valeur et son signe lorsque la variable est augmentee ou 
(liminuee d’un multiple quelconque de la circonference 2r.. L’arc ©sw 
(Jig. jo), qui repond a I’intervalle de o a -ir, est arbitraire; toutes les 



autres parties de la lignc sont determinees. L’arc qui repond ii 
rinter‘valle de o a — -a, a la meme forme que I’arc donne ; mais il 
est dans uno situation opposce. L’arc total a est repete dans 

I’intervalle de t: a 3tu, ct dans tons les intervalles semblables. Nous 
ecrirons cctte equation comme il suit : 


(P-) 


‘ TV r'^ r'^ 

1 ~ (f (.r ) =: sin cr / cp(,r) sina* f/.r -f- sina^r / o (.r ) sin ‘ 2 ./* f/.r 

I ^ *0 ‘0 

-1- sin 3 .r ^ cp( j ' ) sin 3 j' d.t -h . . . , 


On pourrait changor les liniites des inlegrales, cl ecrirc^ / ou / 

' 'o — 7C 

r'^ . 

an lieu de / ; mais, dans cliacun de ees deux eas, il fauf ei-rii'i' a 

,\) 

premier racmbre k an li(‘u de )^©(.r). 


2 :i:l 

La fonction developpei' on cosimis d’arcs multiples, est repre- 

sentee par Line ligrie formec de deux arcs egaux places symetriquenu'iit 
de part et d’aulrc do I’axe des jk dans I’intei'valle dc — a 4- tt (//g. i r ); 
celte condition est exprinu'je ainsi 
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La ligne qui represente la fonction developpee en sinus d arcs 

multiples, est au contrairc forniee dans le meme intervalle de deux 
arcs opposes, ce qu’exprime I’equation 

t|/(a;)=— x). 

Unc fonction quelconque F(a'), representee par une ligne tracce arhi- 
trairement dans I’intervalle de — ~ a -t- tc, peut toujoiirs etre partagee 
en deux fonctions telles que ^(a?)et cfTet, si la ligne Y'V'mV f 


Fig. II. 



represente la fonction F(.r), et que I’on eleve par Ic point 0 I’ordon- 
nee Qm, on tracera par le point w a droite de I’axe Om Fare /n//scni- 
blabie.a Fare toF'F' de la courbe donnee, et a gauche du meme axe on 
tracera Fare mf 'f semblable a Fare /nFF ; ensuite on fera passer par 
le point /mine ligne cp'tp'/wcp^ qui partagera en deux parti(!s egales la 
difference de chaque ordonnee a?F ou x' /' a Fordonnee correspon- 
dante ir/ou .r'F'. On tracera aussi la ligne tj/'tl/'O'-j/il/, dont FordoniuM' 
mesure la deini-difference de Fordonnee de F'F'mFF a cclle de f f m ff. 
Cela pose, lesordonnees do la ligne F'F'mFF et do la ligne f'f'mff etant 
designees Fune par F(a;) et la seconde par f[x), on aura evideniment 
/(a;) = F(— a;); designant aussi Fordonnee de par o(;r), et 

celle de par ^[x), on aura 


et 


F(a:) = o(a;) + 

f{x) = 9(a:) — d^(a;) == F (— x), 
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,(x)=B£l±I(n£) e, 


on en conclut 


ffl(.r) = 0(— JJ') Ct 


ce qiie la construction rend d’ailleurs evident. 

Ainsi Ics deux fonctions cp(.r) et dont la somine equivaut a 

F(a7), peuvent etre developpees Tune en cosinus d’arcs multiples ef 
I’autre en sinus. 

Si Ton applique a la premiere fonction I’equalion (v), ct a la se- 
conde I’equation (p.), en prenant dans Tune et I’autre les integrales 
depuis .07 = — TT jusqu’a a? = -i:, et si Ton ajoute les deux resultats, on 
aura 

:•)-+- 4'(“r)] = TT l'(ic) — ^ y' (p{iv)d.v -i- coscc: (p(a;)cosa;rfd? -H COS 2 X J (p (as) cos -iJ' d.t- 

-+- smx j' ^(a?) sin.ri/.i- -t- sinao" j sinoj.v/./- 

les integrales doivent etre prises depuis x ~ — -k jusqu’a a' = 7u. 11 
faut remarquer niaintenant que dans I’integrale / (p[x)co?,xdx on 

pourrait, sans en changer la valour, mettre 9 (.*) -+- 'j^(.a7) au lieu de 
cp(;r) : car la fonction cosa; etant composee, a droite et a gauche de 
I’axe des x, de deux parties semhlahles, et la fonction 4'('^) etant au 

contraire formee de deux parties opposccs, I’integralc / ^|;(,07) cosxdx 

estnullc. II en serait do ineme si Ton mettait cosaao ou cos3a7 et en 
general cosfa; au lieu do cosa?, i etant un des nombres entiers depuis o 

jusqu’a I’infini. xAinsi I’integrale / (p( a?) cos fa; c/a; est la meme que 

I’integralc 

/ [9 (x) -H cosi.r t/.r OU / F(^’) cos«j:*ci?.r ; 

J TC Tt 

^ ^it 

on reconnaitra aussi que I’integrale j '^(a;) sinta' dx est egale a Tin- 
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tegrale f ¥{x)smi.xdcc, parce que I’integralc 

r -L-TT 

sill da: 

*■ — 7C 

est nulle. On obtient par lii I’equalion suivante, qui serl ii devolopper 
une fonction quelconque en une suite formee de sinus et cle cosiniis 
d’arcs multiples ; 

I = F{ic) dx cosxj' F(j?) cos^ + cos2.r ^ F(^) cos2«rf^ -4- 

I H- sinj; F(. t) sinj; d.c + sin 2 « ¥(.v) sin 2 xdx-h 


23 d. 

La fonction F(.r) qui entre dans cette equation est rcprcsenlec par 
line ligne F'F'FF, d’une forme quelconque. L’arc F'' F'FF, qui repond 
a I’intervalle de — it a + t:, est arbitraire; toutcs les aulres parties de 
la ligne sont deterrninecs, et Fare F'F'F’F est repete dans tons les 
intervalles consecutifs dont la longueur est 2 t:. Nous fiM'oiis des appli- 
cations frequentes de ce theoreme et des equations [irecedontes (/n) 
et («). 

Si Ton suppose dans requation (/;) que la fonction F(.j") est repre- 
sentee, dans I’intcrvalle de — t: a par une ligni; eoni|)osee de 

deux arcs egaux symetriquement places, Ions les tiunnes (pii conlien- 
nent les sinus s’evanouiront et I’on trouvm'a I’equation (w). Si, an 
contraire, la ligne qui represeutc la fonction donnee F(.r) est forjuei' 
do deux arcs egaux de situation opposec, tons li^s tenues ipii lu^ eon- 
tiennent point les sinus disparaissent et I’on trouve I’eipiation (//). Kn 
assujettissant la fonction F(.x) a d’autres conditions, on trouvi'rait 
d’autres resultats. 

On ecrira dans I’equation generate (p), au lieu de la variable ,r, la 
quantite x designant une autre variable, et a/- la longueur di' 
I’intcrvalle dans lequel est place Fare qui representc F(.t); cette fonc- 
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tion sera que nous designerons par /(,r). Les limltes, qui 

etaient = — tz ei x = tz, seront fournies par les equations 
^ =7r; on aura done, apres la substitution, 


f{^r)cU'~{-cos^ J /(jr) cos ” c/.r cos‘>. ^ y /(.r) cos 2 ^ c/j-* 4 -. 

• 71 r rr X • 77 .r , . TT.T /* . . . T, X , 

-4 sm — / f[x) sin — dx 4- sin — I /(-^A sin:>. -y r/.^• 4 -. 

toiiLes les integrales doivent etre prises, comme la premiere, de 
x — — rh. x = -^r. Si Ton fait la meine substitution dans les equa- 
tions (v) et ([i.), oil aura 



7T.^’ 

/• 

j /{.r) cos ^ dx -}- cos 2 

TtX r , TXX , 

— / /Or) cose. — </.»■ + 

«- 0 

/ k i 



do 

Cl 

(M) i/(.r) = sin^ r 

Jq 

’ /X 

, . 77. r . 77.r 

) Sin — dsi'~\- sin 2 - - 1 

Jo 

, r 

TT 

y’(.r) sin 2 - 4 . . . . 


Dans la premiere equation (P), les integrales pourraient etre prises 
depuis .r = o jusqu’a /r == et, en representant par X Tintervalle 
total on aura 

/ X . , 1 /‘^ , ’.ITZX ,,, . ’-ITIX J 9.11. r . 91Z.I' J 

- J ~x'“ J ^ "x" 'IT' J ^ x~ 

. 9t:x . . '^izx . . 9v:x , 

4- sin J J (.r) sill dx -h sin 2 j f{x) 


- a7r.r 
:■) SIM 2 dx 


235. 

11 resultc (le tout cc qui a ete demontre dans cette Section concer- 
nant Ic dcveloppement des fonctions en series trigonometriques que, 
si Ton propose line fonction f [x] dont la valeur est representee, dans 
iin intervalle determine, depuis x — o jusqu’a x = X, par I’ordonnec 
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d’uiie ligne courbe tracee arbitrairement, on pourra toiijours dcvo- 
loppercette fonction eii une serie qui ne conticndra quo lo.s sinus on 
les cosinus, ou les sinus et cosinus des arcs multiples, on les s('uls 
cosinus des multiples impairs. On emploiera, pour (‘.oiinaitre les 
termes de ces series, les equations (M), (N), (P). 

On ne peut resoudre entierement les questions fondamentales de la 
theorie de la chaleur, sans reduirc a cettc forme les lonctions qui 
representent I’etat initial des temperatures. 

Ces series trigonometriques, ordonnees scion l('s cosinus ou b's 
sinus des multiples de Fare, appartiennent a 1 analysci elemenlaire 
comme les series dont les termes contiennent les puissances .siicc.es- 
sives de la variable. Les coefficients des series trigonomctriqu(*s soul 
des aires definies, et ceux des series de puissances sont des loiietious 
donnees par la differentiation, etdans lesquelhis on atiribne aussi a la 
variable une valeur defmie. Nous aurions a ajonter jilnsiimrs renianjiK'S 
concernant I’usage et les proprietes des series trigonome(ri<|ues ; nous 
nous bornerons a enoncer brievement eelles (|ui out un rapport plus 
direct avec la theorie dont nous nous occiqmns. 

I® Les series ordonnees scion les cosinus ou les sinus des ares mul- 
tiples sont toujours convergentes, e’est-a-dire qu’mi doiinaut a la va- 
riable une valeur quelconquc non imaginaire, la sormne (h^s termes 
converge de plus en plus vers une seule limite fixe, <|ui est la valeur 
de la fonction developpee ; 

2 ® Si Ton a I’espression do la fonction /{-r) qui ri'qmnd a une serie 
donnee 

a 4- i cos JP -t- c cos 2 ,r -h f/ cos 3 .r ■ h c co s l\ .r - ( - . . . , 
et celle d’une autre fonction cp(.«), dont Ic developpemeiit domie (‘st 
a-f- P cos.r 4 - y cos 20- 4 - S cosSjp 4 - £ cos.'i.''’ 1 ■ • • • , 

il est facile de trouver en termes reels la somme de la serie composee 


«a + 4- cy -h -h e£ -I- . . . , 
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et, plus generalement, celle de la serie (') 

« a -4- i j3 cos a: -f- cy COS 2 .3? 4- dd COS 3 37 -+- ee cos 4 3? 4- . . . , 

que Ton forme en comparant terme a terme les deux series donnees. 
Cette remarque s’applique a un nombre quelconque de series. 

3“ La serie (/j) (art. 233) qui donne le developpemcnt d’une fonc- 
tion F(.'r) en unc suite de sinus et de cosinus d’arcs multiples peut 
etre mise sous cettc forme 


Tt I 


(x) =z^ J^F (a) da - 


cos.r J^Fia) cosada 4- cosaa? J' F(3£) C0S2a^/a4-..., 
sin j"’ J' F(a) sin a c/a 4 - sin 23 ; F(a) sin 2arfa4-.... 


a etant une nouvelle variable qui disparait apres les integrations. On a 
done 


T:F{.v)—f F(a)<ia| 

— 7C 


— I- COS X cos a -h cos 2 a' cos 2 a -i- cos 3 .r cos 3 a H- . . . 
2 

H- sin .r sin a + sin 2 .r sin 2 a sin 2 .r sin 3 a -f- . . . 


oil 


F (//;) - I F (a) - H- cos {a; — a) cos 2 {x — a) H- cos 3 {x — a) H- . . . 

Done, on designant par 

i C0Si(-* — «) 

la somme do la serie precedente, prise depuis i= i jusqu’a i — co, on 


(1) Si Ton sc propose, cn effot. do calculer I’int^grale 


I 

TT 


/ 




on Lrouvora aisdmeiU, on romplaoant /(.r) ct par lours d 6 veloppemeiUs, Tox- 

Iircssion 

. <7 a -H ~ p cos /i -i- i 6‘7 cos 2// H- . . . , 


ce qui ^quivaiiL an resiiltat 6nonc6 par Fourier. 

F. 


G. D. 

3o 
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m 

aura * 

Ffa-)=: ^ j F(K)d(x -^lcosi{x- — x) j . 

L’expression ^ -f- 2:cosi(a; — a.) represent une foiiction <le .r ut do a, 

(elle que, si on la multiplie par une fonction quelconquc 1' (a) ot si, 
apres avoir ecrit dx, on integre enlrc les liniites a = — tt ('t a “ n:, on 
aura change la fonction proposee F(a) en une pareillc! lonclion dc! v, 
multipliee par la demi-circonference tc. On verra, par la suito!, quello 

est la nature de ces quantites, telles que ^ ^ cosiX-cr' — a), ({iii jouis- 

sent de la propriete que Ton vient d’enoncer. 

4° Si, dans les equations (M), (N) et (P) (art. 234) qui, dtant. divi- 
sees parr, donnent le developpenient d’une fonction on suppos(‘ 

que I’intervalle r devient infiniment grand, chaque torino do la sdri(’ 
est un element infiniment petit d une integralc; la sornim'. de la sdrio 
est alors representec par une integrale definio. Lorsqiui les coiqis out 
des dimensions determinees, les fonctions arbitrairos <jni r(iprdsontonl 
les temperatures iuitiales et qui entrentdans les integrali's dos ('([na- 
tions aux differences partielles doivent etre developpecs on sf'rio.s ana- 
logues a cedes des equations (M), (N), (P); mais ces iikmiios fonctions 
prennent la forme des integrales definies lorsque les dimonsions d(‘s 


(^ ) Plus exacteinent, F(x) est la limite de Fexpressioii 


1 J F(.)* 2 


COSi(‘^‘ — a) -H • 


lorsque p augmente indefiniment. La s6rie 

^ -f- C0S(.r — a) -f- C0S!i(.r — a) -H. . . 

ayant une somme indetermiiiee, on ne pent allachor aucim sens a 1’ expression 


- COS c{x — a 


consideree par Fourier. 


CL I). 
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corps ne sont point detcrminees, comme on I’expliquera dans la suite 
de cet Ouvrage, en traitant de la diffusion lihre de la chaleur. 


SECTION VII. 

API‘LICAT10N A Lk QUESTION ACTUELLE. 


236 . 


Nous pouvons maintenant resoudre d’une rnaniere generale la ques- 
tion dc la propagation de la chaleur dans une lame rcctangulaire BAG 
dont la base A {Jig. 7 his) cst constarnment echauffee, pendant que 
ses deux aretes infinios B et C sont retenues a la temperature o. 


Fig. bis. 


Supposons que la temperature initiale de tous les points de la table 
BAG soit nulle, mais que celle de ebaque point m de I’arete A soil con- 
servee par une cause exterieure quelconque, et que cette valeur fixe 
soit une fonction /{x) de la distance du point m a Textremite 0 de 
I’arete A, dont la longueur totale est r; soit e la temperature con- 
stante du point M dont les coordonnees sont j et x; il s’agit de deter- 
miner e en fonction de y et x. La valeur 


r ~ sinma^ 


satisfait a I’equation 
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et /n sont des quantites quelconques. Si I’on prond m — i el. (juc 

^ [HZ. 

i soil un nombre enticr, la valeur ae '' sinj-— devicndra tuillc 

lorsque a? sera egal a zero ou a /*, quelle quo soit d’aillcurs la valt'iir 
(le j. Oo pourra done prendre, pour une valeur plus generale (h; r, 

7t V ^ Try « 'Hi V 

--jr . TlX . 7 J:,r 8-77 . .. TT.r 

v — sin ha.,e ' sin 2 h a. e ' sm 3 4- . . - - 

r “ V r 

Si Ton suppose/ imlle, la valeur de e sera, d’apres riiypothcso, u}J[al(‘ 
a la fonction connue f [cc). On aura done 


/■/ \ . Ik , 71 X . '“f . , 'JL >4' 

f{x) ~ tti Sin — H- <72 sill 2 — 4 - <7..j sin 3 - 4- sin 4 - -1- . , . « 

On determinera les coefficients a^, a.^, a.„ a^, a., ... an moyon de 
I’equation (M) et, en les substituant dans la valeur d(i e, ou aura 

-rv-e ~sin— jf /(^) sin sitia | /(./•) sin 

0 '^y 

-f- e sin 3 j f{.v) sin 3 ri.t* i . . 


. ,, TtX 
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Ell supposant dans Tequation precedentc /• = ir, on aura la iiidiiu* 
solution sous une forme plus simple, savoir 


{a) 


on 


\-T.vz=ie ^sin^^ /(•^) sinx* 4- sin^.r ^ /(x*) sin 2 xv/x- 

I -h sin3x..* j /(x’) siu3xT/x' . . 


I __ 

^7Z9 / J{ci)dcL{e ^ sinx sina H- e~-^sin2x* sin2 a -H 6* '^'^'sin 3 x* sin .'I 

'-^0 


a t , 1; 


a est une nouvelle variable qui disparait apres riiitegration. Si run 

determine la somme de cette serie et si Ton cn fait la substitution dan.s 
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la clerniere equation, on aura la valeur de sous une forme finie. Le 
double de la serie equivaut a 

[cos(^ — a) — cos(^ H- a)] -h [cos — a) “ C0S2 H~ a)] 

-H [cos3 (x ■— a) cos3 (^r -h a)] H- . . . ; 

designant par 'P{,y,p) la somme de la serie infinie 

e-y cos/? -i- e--y cos 2 p e~'^y cos^p -H. . 


on en conclura 


On a 


TT f F (a) da [F (jk, x — a) — F (/, x -H a)]. 

2F(7,/?) + e-^iy^P\/^^) -H. . . 

„1_ -^e~Ky-P^~) H- ) -h. . . 

e- {r+p ) e- {y - p ) 

~h 


< ) 1 1 

done 

TT 

o u 

TT P 


=fn 

^ C\ 


a) da 


, {y^p s! - 0 \ — e- {y- 0 

V ( \ ^ cos /} • — e-y , 

[fy P) — 2 cos/} + 

COS {x — a) — e"y cos ( x -h a) — 


z f /( a) da\ 


ey— 2 cos(.r — a) H- e^y cO'— • 2 cos{x -}- a) -h e J 

2 (c 3 ^’ c-o ) sin.r sin a 


Co7 e“^'J [ey — 2 cos --h a) H- e-y] ) 

<>u, cn decomposant le coefficient cn deux fractions, 

(ey—e-y) 


X"«“) [^=7 


cos (^‘ — a) -h- e~y ey — 2 cos -1- a) -h e 


da. 


Cette equation contient, sous la forme finie et cn termes reels, I’inte- 
grale de I’equation 


d'O 

dy^ 
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appliquee a la question du mouvement uniforme de la chaleur dans iiu 

solide rectangulaire expose par sa base a I'action constante d’un seul 

foyer. 

II est facile de reconnaitre les rapports de cette intcgrale avec I’in- 
tegrale generale, qui a deux fonctions arbitraircs; ces fonctions so 
trouvent determinees par la nature meme de la question, ct il ne resto 
d’arbitraire que la fonction /(a), consideree entre I os li mites a = o et 
a = L’equation (a) representc, sous une forme simple, propre aux 
applications numeriques, cette meme valeur de v reduite on une seri(> 
convergente. 

Si Ton voulait determiner la quanlite de chaleur que le solide con- 
tient lorsqu’il est parvenu a son etat permanent, on prendrait I’intd- 
grale /dec fvdy depuis x=q jusqu’a = -n: et depuis y = - <> jus([u’:i 
y = oo; le resultat seraitproportionnel a la quanlite clnn’chee. Hn gene- 
ral, il n’y a aucune propriety du mouvement uniforme d(‘ la chah'ur 
dans une lame rectangulaire qui ne soil exactement represeutee. |)ar 
cette solution. Nous envisagerons maintenant les questions dt; ee g(uir<* 
sous un autre point de vue, et nous determinerons le mouvement varie 
de la chaleur dans les differents corps. 



CHAPITRE IV. 


DU MOUVEMENT LINEAIRE ET VARIE DE LA CHALEUR DANS UNE ARMILLE. 


SECTION I. 

SOLUTION GfiNfiRALE DE LA QUESTION. 


238. 


L’equation qui exprinie le mouvement de la chaleur dans une ar- 
mille a ete rapportee dans rarticle i05; ellc est 




d(’ 

Ji 


K dU> 


hi 


CD dr 2 CDS*'" 


II s’agil inaintenaiit d’integrer cette equation; on ecrira seulement 

di’ ^ _ 


K. hi* 

la valeui’ de >?: represcntera cclle de A sera .r designc la lon- 
gueur de I’arc compris entre un point m de I’anneau et I’originc o; 
e est la temperature que Ton observerait en ce point rn apres un 
temps donne t. On supposera d’abord u etant une nouvelle 

iiuleterminee ; on en tirera 

du . d^u 

■57 ” 5 ^’ 


or cette dcrniere equation convient au cas ou i’irradiation serait nulle 
a la surface, puisqu’on ladeduiraitdelaprecedente en yfaisant A = o; 
on conclut de la que les differents points de I’anneau se refroidis- 
sent successivement, par Taction du milieu, sans que cette circon- 
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stance trouble en aucune maniere la loi de la distribution do la cha- 

leiir. En effet, en integrant I’equation 

du , d-u 

on trouverait les valeurs de u qui repondent aux differents points (l<‘ 
I’anneau dans un meme instant, et Ton connaitrait quel serait 1 ('tat 
du solide si la chaleur s’y propageait sans qu’il y eut aucune (le|)or(li- 
tion a la surface; pour determiner ensuite quel aurait etc I’etat <ln 
solide au meme instant si cette deperdition eiit eu lieu, il sul’lirait <1(' 
multiplier toutes les valeurs de u, prises pour les divers points ot ]>oui‘ 
un meme instant, par une meme fraction qui est Ainsi le i‘<'(Voi- 
dissement qui s’opere a la surface ne change point la loi do la distribu- 
tion de la chaleur; il en resulte seulement quo la teinperatuiu^ do 
chaque point est moindre qu’elle n’eut ete sans cette circonstaiuu' ; et 
elle diminue, pour cette cause, proportionncllement aux puissaiuu's 
successives de la fraction 


239. 

La question etant reduite a integrer I’equation 

du 7, d* 

on cherchera, en premier lieu, les valeurs particulieres les plus si in pies 
quo 1 on puisse attribuer a la variable u- on en coinposcra onsuit<^ une 
valeur generale, et 1 on demontrera que cette valeur est aussi (“((ni<lu<‘ 
que I’int^rale, qui contient une fonction arbitrairc en .x-, on jilutbl 
qu elle est cette integrale elle-meme, mise sous la forme fpi’<ixig(“ la 
question, en sorte qu’il ne peut y avoir aucune solution diflorento. 

On remarquera dabord que I’equation est satisfaite si I’on donin' 
au la valeur particuliere ae”^‘ &mnx, w et n etant assujettis a la con- 
dition m=~kn-. On prendra done pour une valeur particulii're 
de u la fonction 
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Pour quo cette valeur de u convienne a la question, il faut qu’elle no 
change point lorsque la distances; est augnaentee de la quantite an/-, 
/' designant le rayon moyen de I’anncau. Done ‘mr.r doit etre un mul- 
tiple i de la circonference ait, cc qui donne n ^ On peut prendre 
poiirzun nombre entier quelconque; on Ic supposera toujours positif 
parce quo, s’il ctait negatif, il suffirait de changer dans la valeur 
r/c~'^"''sin«a" le signe du coefficient a. Cette valeur particuliere 

kr- 1 

. IX 

ac sin — 
r • 

ne pourrait satisfaire a la question proposee qu’autant qu’elle repre- 
senterait I’etat initial du solide. Or, en faisant z = q, on trouve 

i X 

// — a sin — 
r 

supposons done que les valeurs initialos de u soient exprirnees en diet 
par a siiiy ) e’est-a-dire que les temperatures primitives des dilfercnts 

points soient proportionnelles aux sinus des angles compris entre les 
rayons qui passent par ces points ct celui qui passe par I’origine; le 
inouvement de la chaleur dans I’interieur de I’anneau sera exactement 
represente par I’eq nation 

it — ae ''sin—, 


et, si I’on a egard ii la deperdition de la chaleur par 
trouvera 

— . .r 
(’ = ae ^ sin — ■ 


la surface, on 


Dans Ic cas dont il s’agit, qui est le plus simple de tous ceux quo ron 
puisse concevoir, les temperatures variables conservent leurs rapports 
primitifs, et cello d’un point quelconque diminue comme les puis- 
sances successives d’une fraction, qui est la meme pour tous les 
points. 

On remarquera les memes proprietes si Ton suppose que les tenrpe- 
F, 3 1 
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rafures iaitiales sent proportionnclles au sinus du (loul)I(‘ <l<‘ Tarv 
et cela a lieu, eii general, lorscfue Ics tciupernluivs .lonnnos sunt rnpr 
sentees par a sin^', J etant un nombre cnLicr qiu'lc.onqne. 

On arrivera aux memos consequences on pronaul,, [)()ur vahMir jiarl 
culiere cle u, la quantite ac-'"‘-'cosrt.r; on a aussi u/r 

n — done I’equation 

„ /./* 

uzzzac cos- 

r 

exprimera le mouvement tie la (dialour dans 1 iutcu’itnir <le 1 aniie.ti 

.... . . > ■<’ 

.si les temperatures initiales sont repr(‘s(nil(‘es par <'/<‘()s -y • 

Dans tous ces cas, ou les temperaLures doninu's soul pntpurl i»ti 

nelles aux sinus ou aux cosinus d’un niulliple d(i Fare y -, Ins nippur 

etablis entre ces temperaturo^s subsistenL conlinuelleineiit junidant 
duree infinie du refroidissement. II on sfu-ait (l(Mndine .si les temper 

tures initiales etaient reprcsentecs par la ronetiun «sin 'y ( 

retant un nombre entier, a ct h des c()(!l'lleicnts (|ii(‘leun<}nes. 
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Venons maintenant au cas general, dans l(M|U(d l<‘s tem|)er:itiiri 
initiales n’ont point les rapports quo Ton vient do sup[H»s(‘r, iinii-' '•hi 
representees par une function qnelconque Donnuiis :i eetti- luiti 

tion laformeip en sorte qu’on ait F(.r) <>( c'eneevuiiN qi 

la fonction ? est decomposec cn une serie d<! sinus on ilt‘ eusini 

d arcs multiples affeetes de coefficients conveuables. On pusera f’l 
quation 


0 ) 



— <^0 sino — h sin i ^ — h o., sia •>* “ 

r r r 

4- ^oCOSO ~ H- COS I i -H COS 2 y 


I- . . . 


•■1- . . . , 
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Lcs iiomLres a,, a.^, b,, b.,, ... sont regardes comm e con- 

nus et calcules d’avance. 11 est visible que la valeur de u sera alors 
representee par I’eq nation 


u — 4 o + 


a, sin — 


b, cos 


III 


■ C 

a, sin 2 - 
r 


4 , cos 2 • 


En effet : 

i” Cette valeur de u satisfera a requation 


da _ ()-!/ 

11 ’ 


paree qu’elle est la sonnne clc plusieurs valeurs particulieres; 

■j” Ellc ne cliangera point lorsqu’on augmentera la distance tx' d’uii 
multiple quelconque de la circonlerence de ranneaii; 

3" Elle satisfera a I’etat initial, parce que, eii (aisant/ = o, on trou- 
vera I’equation (e). 

Done toutes les conditions de la question seront reinplies; etil ne 
I'ostora plus qu’a multiplier par cette valeur de u. 


211 . 

A inesurc que k; temps l augmcnle, chacun des ternics qui coinposenl 
la valeur dc u devient de plus en plus petit; le systeme des tempera- 
tures tend done continuellcment a se confondre avec I’etat, regulier et 
constant, dans lequel la dilFerence de la temperature ii a la constante 
est representee par 

f sin bi cos j e . 

Ainsi les valeurs particulieres que nous avons considerees precedem- 
inent, et dont nous composons la valeur generate, tirent leur origine de 
la question ellc-meme. Cliacunc d’ellcs represente un etat elementairo 
qui peut subsister de lui-meme des qu’on le suppose forme; ces va- 
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leursontune relation naturelle et necessaire avec les proprietes phy- 
siques de la chaleur (']. 

Pour determiner les coefficients otj , « 2 . «3. • • 
on emploiera I’equation (II) (art. 234), qui a ete demontree dans la 
derniere Section du Cliapitre precedent. 

L’abscissetotale designee par X dans cettc equation sera aTur, ,r sera 
I’abscisse variable et /{x) representera I’etat initial de I’annoau ; les 
integrales seront prises depuis x = o jusqu’a .r= an/’; on aura done 


i cos ^ J cos J /[x) dx -1- cos 2 j cos 2 ^ /{■>') d.V -h . . . , 
r /•/■( -r) f/ix) dx +■ \ „ 

A / I 3t/ I CC I 

f sin - / sin cLr 4- sing ^ / sin g • • • • 

Connaissant ainsi les valeurs de a,, a.,, a.}, h.y, on 

les suhstituera dans Tequation et Ton aura requation siiivante, (|ui 
contientla solution complete de la question : 


(E) 


I ff{x)dx + 


f{x)dx 


I . X f . X 

Ism - / sin—,, 
cosp ^ to%jf{x)dx 


_/a 7 / ~J\x)dx 

r 

I cos a ^cos a dx 


20,/ 


routes les integrales doivent etre prises depuis x = o jusqu’a .r- 

Le premier terme f{x)dx, qui sert a former la valeur de e, est 

evidemmentla temperature moycnnc initialo, c’ost-a-dire eclie qu’au- 
rait chaque point si toute la chaleur initiale etait egaleinent reparlie 
entre tous les points. 

242. 

On pent appliquer I’equation precedente (E), quelle qne soil la 
forme de la fonction donnee /(«). Nous considercrons deux eas parli- 
culiers, savoir : i° celui qui a lieu lorsque, I’annoau ayaiit ele (Meve 
par faction d’un foyer a des temperatures permauentes, on suppriine 

• f nettet4, les d6veloppements donn6s k cclto idfe ;'i la liii do I’ar- 
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tout a coup le foyer; 2 ° Ic cas ou la moitie de I’anneau, echauffee ega- 
lement dans tous ses points, serait reunie subitement a I’autre moitie, 
qui auraitdans toutes ses parties la temperature initiale o. 

On a vuprecedemment (art. 106) que les temperatures permanentes 
de I’anneau sent exprimees par I’equation 

r = -h /j 


_ i/iii 

et la quantite a a pour valeur e I cst Ic contour de la section 
generatrice etS la surface de cette section. Si Ton suppose qu’il y ait 
un soul foyer, il sera nccessairc quo. Ton ait I’equation ^ = 0 an 
point oppose a celui qui est occupe par le foyer. La condition 

a a— — ha^ 

sera done satisfaitc en cc point. Uegardons, pour plus de facilite dans 
le calcul, la fraction ^ comine egale a I’unite, et prenons le rayon r 
de I’anneau pour le rayon des Tables trigonometriques; on aura 

r “ ae^' n- be- *' ; 

(lone IVitat initial de I’anneau est represente par Tequation 


11 ne restc plus qu’a appliqiier requation generale (K) (^t, eu desi- 
gnant par M (^ ) la chaleur (-) inoyenne initiale, on aura 




cos X 


-kl 


H- 


COS 9. X 


cos3 


-r-kt . 




' 3 ^ 4-1 ■ 424-1 

Cette equation exprime I’etat variable crun anneau solide qui, ayant 


( 1 ) En faisant les calculs supprim6s par Fourier, on Lrouvo quo la valeur do M est li6e 
a cello do la constanto h par la relation 




G. D. 


(2) Ici ct dans quolquos autros passages, Fourier omploie le mot chaleur pour indiquer 
la tompdralure. G. D. 
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M ecliaiiK par m dc ses points et elcvo it dos Kdnpora Inri'S slatinn- 
naires, so refroidit dans I’air apres la supprossion du I'nycr. 

243 . 

Pour faire une secontle application <lo rc(juation ( !'< ♦ iuhi'' 

supposerons qiie la chalcur initiale ost (olUniu'nl disIrilHHu' 4ju uii* 
moitie cle I’anneau, comprise depuis .v = o jusciira .r a, <latis Lhin 
ses points, la temperature i etquc Tautrc parfH' a la temporadiro «». 1! 
s’agit de determiner I’etat de I’anncau apres ttu tcunji.s ecouN* f. 

La fonction /(.ic) qui represeutc I’ctat initial ('st telle, <latis <•<• ra>-, 
que sa valeur est i toutcs les fois ((ue la variahle esi etnui>rise <*ntre <» 
et -u. II en resultc que Ton doit supposer 

fix) I 

et ne prendre les integrales que depuis .r =~ <> jus(|u’ii .r “ ; h's .■iiitre«. 
parties des integrales sont uulles d’apres riivpntlii'si'. On (iblieiHlra 
d’abord I’equation suivante qui donne le-<leV(doppemenl de la lourtinu 
proposee, dont la valeur est i depuis .t — o jus<ju’:i .»■ et mille 

depuis x = jusqu’a x ~ aic, 

, I a / . I . 1 . I . t 

fix) — — I — sinx4- -.j sin3.'r-h T-sin;».j’ l siii".'- i ... 1. 

■' 9. ■K\ i a 7 ' ' 

Si raaintenant on substituo dans requation generale les valetirs ijii’itn 
vient de trouver pour les coefficients constants, on aui’a requation 

— — e-''"! 7 -I- e— '‘'sin-r -h 4e-**^''siti;Lr I i ... 1, 

a \4 .•> ;> ' 

qui exprime la loi suiv.ant laquellc varie la leinperalun* ii eluuiue piiiut 
de I’anneau, et fait connaitre son etat apres un teni[>s doiiiie. 

Nous nous bornerons aux deux apjdications |)reeedentes iM non*, 
ajouterons seulcment quelques observations sur la solution ^eneralo 
exprimee parl’equation (E). 
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i“ Si Ton suppose It infmi, I’etat de I’anneau sera exprime ainsi 



ou, en desigiiant par M la temperature moyenne initiale, 

zz: M 

La temperature d’un point quelconque deviendra subitement egale a 
la temperature moyenne et les differents points conserveront toujours 
des temperatures egales, ce qui est une consequence necessaire de 
I’hypothese oil Ton admet une conducibilite infinie. 

2" On aura le meme resultat si le rayon r de I’anneau est infiniment 
petit. 

3 " Pour trouver la temperature moyenne de I’anneau apres uii 
temps t, il faut prendre I’intcgrale j v dx, depuis .r = o jusqu’ii 
x=27:r, et divisor par 2Ttr. En integrant entre ces limites les diffe- 
rentes parties de la valeur de e et supposant ensuite x = 2-izr, on trou- 
vcraqueles valeurs totales des intcgralcs sont nullcs, excepte pour le 
premier termc; la temperature moyenne a done pour valeur, apres le 
temps t, la quantile Ainsi, la temperature moyenne de I’anneau 

decroit de la memo maniere que si la conducibilite etait inlinie; les va- 
riations occasionnecs par la propa^ition de la chaleur dans ce solide 
n’influent point sur la valeur de cette temperature. 

Dans les trois cas que nous venons de considerer, la temperature de- 
croit proportionnellement aux puissances de la fraction e~^‘ ou, ce*qui 
est la meme chose, a I’ordonnee d’une courbe logarithmique, I’abscisse 
etant egale au temps ecoule. Cette loi est connue depuis longtemps; 
mais il faut remarquer qu’ellc n’a lieu, en general, que si les corps 
ont une petite dimension. L’analyse precedente nous apprend que, si 
le diambtre d’un anneau n’est pas tres petit, le refroidissement d’un 
point determine no serait pas d’abord assujetti a cette loi; il n’en est 
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pasde nienie de la temperature moyenne, qui decroit tonjoiirs |>ropor- 

tionnellement aux ordonnees d’une logarilhmique. Au reste, il lU' laul 

point perdre de vue que la section generatrico dc I’arrnillo <^sl supposdc 
avoir des dimensions asscz petites pour que les points de la uhmih' sec- 
tion nc different point sensiblemcnt de temperature. 

4 ” Si Ton voulait connaitre quelle est la quantite de ehaleiir qui 
s’rcliappe dans un temps donne par la superficie d’une poidion donnee' 
de I’anneau, il faudrait employer I’integrale /ill dtj v<hv, <d pn'inlre 
cette integrale entre les limitcs qui se rapportent au tein[>s. Par 
exemple, si Ton choisit o, au pour les limitcs de .r et o, 2c pour les 
limites de e’est-a-dire si Ton veut determintfr tont(i la (juaulile dc 
(dialeur qui s’echappe de la superficie entiere ptmdant (oiite hi durc(* 
dti refroidissement, on doit trouver, apres les integrations, un resultal 
egal a toute la clialeur initiale on aTtrMCDS, M etant la (cinpdimt un* 
moyenne initiale. 

a" Si .I’on veut connaitre combien il s’ceouh' dc chalcur dans 1111 
temps donne, a travers une section determinee d(‘ ranncaii, il laiulra 
employer I’integrale — KSj' ^/It, en mettant pour — la valour dc 
cette fonction, prise au point dont il s’agit. 


245 . 

ti” La chaleur tend a se distribuer dans rauneau suivani nuo loi (jui 
doit etre remarquee. Plus le temps ecoule augmi'ute ('t jdus l<‘s toriiios 
qui composent la valeur de c dans reqiiation (K) deviennenl polils par 
lapporta eeux qui les precedent. Il y a done une (‘ortaiin^ valour do / * 
pour laquelle le mouvement de la chaleur commence a etre sousil.lc- 
ment represente par I’equation 



Cette meme relation continue a subsister pendant la duree iuliino du 
refroidissement. Si, dans cet etat, on choisit deux points de I’anueau 
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situesaux deux extrenaites d’un meme diametre, en representant par 
a?, et iCi leurs distances respectives a I’origine, par et r. leurs tem- 
peratures correspondantes au temps t, on aura 

(’ j = -H sin ~ -+- cos j e-''", 

(>2 — |^Z>„ -I- si n ^ -h 4 i cos y ^ e ' '' j e-‘“. 

Los sinus ties arcs ~ et ^ ne dilTerent que par le signe.et il en est do 
meme des quantites cos ^ etcos^; done 


<’2 

2 




Ainsi la demi-soinme des temperatures des points opposes donne line 
quanlite h(,er'‘‘, qui serait encore la ineme si Ton avait choisi deux 
points situes aux extreinites d’un autre diametre. Cette quantile 
est, comme on I’a vu plus haiit, la valeur do la temperature 
rnoyenne apres le temps t. Done la demi-somme des temperatures des 
deux points opposes quelconqucs decroit continuellement avec la tem- 
perature moyenne de I’anneau et en represente la valeur sans erreur 
sensible, apres que le refroidisscnient a dure un certain temps. Exaini-. 
lions plus particuliercmcnt en quoi consiste ce dernier etat, qui est 
exprime par I’equation 


nX' I'X' 

/> 0 ~H ( - H- />1 cos — )<? '■ 


S],-. 


si Ton chcrclie d’abord le point do I’anncau pour lequel on a la condi- 
tion 


on 


cu sill — H- />. cos — “ 0 
r r 


X ( /ai 

- zz: arc tang { - — 
/• \ 


on voit que la temperature dece point est, a cliaque instant, la tempe- 
F. 32 
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rature movenne de I’annoau. II en est de meme du point diametrale- 
ment oppose, car I’abscisse ic de ce dernier point satisferait encore a 

I’eqiiation precedente ^ 

^ = arctang(-^j- 


Designons par X la distance a laquelle le premier dc ces i)oin(s est 


place, on a 


X 

rt, laiig — 


et, en substiluant cette valeur de b,. 



Si Ton prend raaintenant pour origine des abscisses le point (|ui re- 
pondait a I’abscisse X, ct que Ton designe par a la nouvadle abs(‘iss(‘ 
x — X, on aura, b designant une nouvelle constanLi, 

/ \ 

sin ^7 e j . 


A I’origine, oil I’abscisse a est o, ct au point oppose, la tempera tiiri* i' 
est toujours egale a la temperature moyennc ; ces deux points divis('nt 
la circonference de I’anneau en deux parties dont I’etat est parcdl, 
mais de signe oppose. Chaque point de Tune de ces parli(is a une t('ni- 
perature qui excede la temperature moyennc, et la quantile <le eiq 
exces est proportionnelle au sinus de la distance a I’origine; clnuiin' 
point de I’autre partie a une temperature moindrc que la t(Mn|>eratur(' 
moyenne, et la difference est la meme que rcxciis dans le point oppose. 
Cette distribution symetrique de la clialcur subsiste pendant touti' la 
duree du refroidissement. II s’etablit, aux deux extremites d(^ la inoitie 
echauffee, deux flux de chaleur diriges vers la moitie froide, et dont 
I’effet est de rapprocher continuellement Tune ct Tautri! inoitie d(“ 
1 armille de la temperature moyenne. 



CHAPITRE IV. - ARMILLE. 


231 


246 . 

On reinarquera maintenant que, dans I’equation generale qui donne 
la valeur de r, chacun des terines est de la forme 

lai slniy bi cos^'- j e 

on pourra done tirer, par rapport a chaque terrne, des consequences 
analogues aux precedentes. En effet, designant par X la distance pour 
iaquelle le coefficient 

. . , . .r 

a,- sill i hi/ COSi — 

r r 

est nul, on aura I’equation 

i/=— «, tang/— , 


et cetti^ substitution donne, pour la valour du coel'ficient. 


a sill t 




a etant une constante. 11 suit de la que, en prenant pour I’origine des 
coordonnees lo point dont I’abscisse etait X, et designant par u la 

nouvolle abscisse .r — X, on aura, pour exprimer les changements de 

- r- ™ 

cette partic de la valour de o, la function ae“''"sin ~ c 

Si cette memo partie de la valour de o subsislait seule, en sorte que 
los coefficients de toutes les autros fussent mils, I’etat de I’anneau se- 
rait represente par la fonction 

_ o 

sin / — e 
/■ 


et la temperature de chaque point serait proportionnelle au sinus du 
multiple i de la distance angulaire de ce point a I’origine. Get etat est 
analogue a celui que nous avons decrit precedemment; il en diflere en 
ce quo le nombre des points qui ont une meme temperature toujours 
egale a la temperature moyenne de I’anneau n’est pas 2 seulement, 
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iiiais est en general egal k 21. Chacun de ces points ou noeuds separo 
deux portions contigues de I’anneau, qui sont dans un etat seniblable, 
inais designe oppose. La circonference se trouve ainsi divisee en plu- 
sieurs parties egales dont I’etat est alternativemcnt positif ou negatit*. 
Le flux de la chaleur est le plus grand possible dans les nocuds; il se 
dirige toujours vers la portion qui est dans I’etat negatifct il est mil 
dans le point qui est a egale distance de deux nocuds consecutils. Les 
rapports qui existent alors entre les temperatures se conservent pen- 
dant toute la duree du refroidissenient, et ces temperatures varient 
ensemble tres rapidement, proportionnellement aux puissances succes- 
sives de la fraction 



Si Ton donne successiveinent a i les valeurs o, r, 2, 3 , /|, . , 011 
connaitra tous les etats reguliers et elementaires que la chaleur pent 
alTecter pendant qu’elle se propage dans un anncau solide. Lorsiju’un 
de ces modes simples est une fois etabli, il se conserve de lui-ineine e( 
les rapports qui existaient entre les temperatures ne cbangent point; 
mais, quels que soient ces rapports primitifs et de quebpie maniiu’i' 
que I’anneau ait ete echauffe, le mouvement de la clialcur se decom- 
pose de lui-meme en plusieurs mouvements simples, pared Is a (u'ux 
que nous venons de decrire, et qui s’accomplisscnt tous a la fois sans 
se trouble!'. Dans chacun de ces etats, la temperature est proportion- 
nelle au sinus d’un certain multiple de la distance a un point fixe. La 
somme de toutes ces temperatures particlles, prises pour un seul poinl 
dans un meme instant, est la temperature actuellede ce point. Or les 
parties qui composent cette somme decroisscnt bcaucoup plus rapide- 
ment les unes que les autres; il en resulte que cos etats clcrnontairi's 
de I’anneau, qui correspondent aux differentes valeurs de i et dont la 
superposition determine le mouvement total de la chaleur, dispa- 
raissenten quelque sorte les uns apres les autres. 11 s ccssent bicntdl 
d avoir une influence sensible sur la valeur de la temperature, et laissenl 
subsister seul le premier d’entre eux, pour lequel la valour de i est la 
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moindre de toutes. On se formera de cette inaniere une idee exacte de 
la loi suivant laquelle la chaleur se distribue dans une armille et se 
dissipe par sa surface. L’etatde I’annille devient de plus en plus synie- 
trique; il ne tarde point a se confondre avec celui vers lequel il a une 
tendance naturelle, et qui consiste en ce que les temperatures des dif- 
ferents points doivent etre proportionnelles aux sinus d’un meme mul- 
tiple de I’arc qui mesure la distance a I’origine. La disposition initiale 
n’apporte aucun changcment a ces resultats. 

SECTION II. ' 

DB lA COMMUNICATION DK LA CllAI.EUU ENTRE DES MASSES DISJOINTES. 

247 . 

Nous avons maintenant a faire remarquer la conformite de I’analyse 
precedente avcc cello que Ton doit employer pour determiner les lois 
de la propagation do la cbaleur cntre des masses disjointes; nous 
arriverons ainsi a une secondo' solution de la question du mouvement 
de la chaleur dans une armille. La comparaison des deux resultats fera 
connaitre les veri tables fondcmcnts de la methode que nous avons sui- 
vie pour integrcr les equations de la propagation de la chaleur dans 
les corps continus. Nous cxaminerons en premier lieu un cas extre- 
mement simple, qui cst celui do la communication de la chaleur entre 
deux masses egales. 

Supposons quo deux masses cubiqucs m et n, d’egale dimension et 
de meme matiere, soient inegalement echauffees, que leurs tempera- 
tures respcctivcs soient a et h, et qu’elles soient d’une conducibilite 
infmie. Si Ton mettait ces deux corps en contact, la temperature 
deviendrait subitemcnt cgalc dans Tune et I’autre a la temperature 
moyenne 4- b). Supposons quo les deux masses soient separees par 
un tres petit intervalle, qu’une tranche infiniment petite du premier 
corps s’cn detache pour sc joindre au second, et qu’elle retourne au 
premier immediatcmcnt apres le contact. En continuant ainsi do se 



23i 


THEORIE DE LA CHALEUR. 

porter alternativement, et dans des temps egaux et infiniment peiits, 
de Tune des masses a I’autre, la tranche interposee fait passer succes- 
sivementla chaleurdu corps le plus echauffe dans celui qui I’estmoins; 
il s’agit de determiner quelle serait, apres un temps donne, la tempe- 
rature de cbaque corps, s’ils ne perdaient par lour surface aucune [)ar- 
tie de la chaleur qu’ils contiennent. On ne suppose point que la trans- 
mission de la chaleur dans les corps solides continus s’opore triinci 
maniere semblable a celle que Ton vient de decrire; on vent seuh'- 
ment determiner par le calcul le resultat d’une telle hypolliese. 

Chacune des deux masses jouissant d’une conducibilite paidaite, la 
quantite de chaleur contenue dans la tranche infiniment petite s’a- 
joute subitement a celle du corps avec lequel elle est on contact, et il 
en resulte une temperature commune, egale au quotient de la soinini' 
des quantiles de chaleur par la somme des masses. Soil co la masse di' 
la tranche infiniment petite qui se separe du corps le plus echauHe, 
dont la temperature est soient a et [3 les temperatures varialib^s <pii 
correspondent au temps t, et qui ont pour valeurs initiales n (‘t h. 
Lorsque la tranche co se separe de la masse rn, qui devient. /)i — oj, (die 
a, comme cette masse, la temperature a et, des qu’elle touche le se- 
cond corps affecte de la temperature [3, cllc prend en nn'mie temps que 
lui une temperature egale a 

m (3 -f- ao) 
m -h w 


La tranche to, retenant cette derniere temperature, redourne au pre*- 
mier corps, dont la masse est w — m et la tempfiraturc a. On trouvera 
done, pour la temperature de ce corps apres le second contact. 


OC ( — CO ) -f- G) 


IH [3 “I-- (3tC») 
Jtl — 1 ~ (t) 


m 


(3g) 


Les temperatures variables a et j3 sont done devenues, aprt's I’in- 
stant dt. 
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on trouve ces valeui's en suppriinant les puissances superieures de co. 
On a ainsi 

la masse qui avail la temperature initiale ^ a rccu, dans un instant, 
uue quantile de chaleur egale a on (a — j3)w, laquelle a ete per- 
due dans le meme temps par la premiere masse. On voit par la que la 
quantile de chaleur qui passe en un instant du corps plus echaulTe 
dans celui qui Test moins est, toutes choscs d’ailleurs egales, propor- 
tionnelle a la difference actuelle des temperatures de ces deux corps. 
Lc temps etant divise en intervalles egaiix, la quantile infiniment 
petite CO pourra etre remplacee par ]Ldi, K etant le nombre des unites 
de masse dont la somme contient co autant de fois que I’unite de temps 
contient dt, en sorte que Ton a — = On ohtient ainsi les equations 

dcf. — — (a — (3 ) — r//, c/[3 = ( a — (3 ) — 


218 . 

Si Ton attribuait une plus grande valour au volume coqui sort, pour 
ainsi dire, a puiser la chaleur de I’un des corps pour la porter a 
I’autre, la transmission scrait plus prompte; il faudrait, pour exprimer 
cette condition, augmenter dans la meme raison la valeur do K qui 
entre dans les equations. On pourrait aussi conserver la valour de co 
et suppose!* quo cette tranche accomplit dans un temps donne un 
plus grand nomhre d’oscillations, cc qui serait encore indique par 
line plus grande*, valour de K. Ainsi ce coefficient represente en quelque 
sorte la vitosse de la transmission, ou la facilite avec laquelle la cha- 
leur passe de Tun des corps dans I’autre, e’est-a-dire leur conducihilite 
reciproque. 

219 . 

En ajoutant les deux equations precedentes, on a 


da. d(3 = 0, 
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pt, si Ton retranche Tune des equations de I’autre, on a 

K 

dx — * <^(3 2 (« — (3) — 

oil, on faisant a — ^ = r, 

dv+'i— ydi = o. 

•' in 


Integrant et determinant 
initiale soit a — fe, on a 


la constante par la condition que la valour 

Yz=L {a — h')e . 


La difference r des temperatures dimiiiue done coinme rordonndo 
d’une logarithmique, on coinme les puissances successives dc la frac- 
- 2 - 

tion e On a pour les valeurs de a et ^ 

■ a — ~ {a -y- b) — ^-{a — b) e . 


250 . 

On suppose, dans le cas qui precede, que la masse infiniiniMit p(>- 
tite oj au moyen de laquelle s’operc la transmission est toujours la 
ineme partie de I’linite de masse ou, ce qui est la indme chose, que le 
coefficient K qui mesure la conducihilite reciproque est une quantile 
constante. Pour rendre la recherche dont il s’agit plus gdnerale, il 
faudrait considerer le coefficient K comme une fonction des deux tmu- 
peratures actuelles a et p. On aurait alors les deux equations 

d<x — —{(x — (3) — rfi, d&=(x — &) — dl, 

dans lesquelles K serait egal a la fonction de a et jiJ, que nous desi- 
gnons par (p(a, ^). Il sera facile de connaitre la loi quo suivent les 
temperatures variables a et p lorsqu’elles approchent extremcment de 
leur dernier etat. Soit j une nouvelle indeterminee, egale a la dill'e- 
rence entre a et la derniere valeur, qui est ^ (a + h) ou c. Soit s une 
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seconde indeterminee, egale a la difference c ~ On substituera, an 
lieu de a et leurs valeurs c — y et c — s; et, comme il s’agit de 
trouver les valeurs de y et de s lorsqu’on les suppose tres petites, on 
ne doit retenir dans les resultats des substitutions que la premiere 
puissance de j et de s. On trouvera done les deux equations 

— dy = — [z — y) — Y, c — z) dl, 

— dz— {z—y)^^:f(c—r,c — z)dl. 

En developpant les quantites qui sont sous le signe o ct oinettant les 
puissances superieures de y et de s, on trouvera 

dv = (z — r) — cp(c, c) dl, dz — —{z — v) —o(c, c) dt. 

La quantite e) elant constante, il s’ensuitque les equations pre- 
cedentes donneront, pour la valour do la difference ^ — r, nn resullat 
seinblable a celui que Ton a trouve plus haul pour la valour de a — [i. 

On en conclul que, si le coefficient K, que Ton avait d’abord sup- 
[)ose constant, etait represente par une fonction quelconquc des tem- 
peratures variables, les derniers changements qu’eprouvent ces tem- 
peratures, pendant un temps infiui, seraient c.ncore assujettis a la 
memo loi que si la conducibilite recipro(jii(! blait constante. 

Il s’agit actuellement do determiner les lois de la propagation d(' 
la cbaleur dans un nombre indefuii do masses egales qui out actuel- 
leinent des temperatures differentes, 

251 . 

On suppose que des masses prismatiques, en nombre n, et dont 
chacune est egale a m, sont rangees sur une meme ligne droite, et 
affectees de temperatures differentes a, h, c, d, que des tranches 
infiniment petites, qui ont chacune la masse co, se separent de ces dif- 
ferents corps, excepte du dernier, et se portent en meme temps dn 
premier au second, dii second au troisieme, du troisiemeauquatrieme, 
F. 33 



238 THEORIE DE LA CHALEUR. 

ainsi de suite; que, aussitot apres le contact, ces memes tranches 

retournent aux masses dont elles s’etaient separees. Ce double inou- 

vement ayant lieu autant de fois qu’il y a d’instants infiniment pe- 

tits dt, on demande a quelle loi sont assujettis les changements (l(‘ 

temperature. 

Soient a, y, o, p, cr les temperatures variables qui cor- 
respondent au meme temps t et qui ont succede aux valeurs ini- 
tiales a, h, c, d, .... Lorsque les tranches oo se seront separees dcs 
n — r premieres masses et raises en contact avec les masses voisines, 
il est aise de voir que les temperatures seront devenues 

a{m — uy) {3(m — y(/n — f.t) -f- {3r, ) gin -+- 

m — CO ’ m ’ in ’ ’ in -+- Cii 

ou, en supprimant dans la derniere les puissances superieures de w, 
O', S 4 -(a — (3)— ) — y) — ) ^-i-(y — S) — > •••> g-i-(p — o-)-’- 

I r ^ ^ ' ni ‘ ^ ' m ni ' m 

Lorsque les tranches co seront revenues a leurs premieres places, on 
trouvera les valeurs dcs nouvelles temperatures en suivant la menn’. 
regie, qui consiste a diviser la somme des quantites de chaleiir par la 

somrae des masses, et Ton aura, pour les valours de a, y, o 

apres I’instant dt, 

7-t-[(3 — y — (y — •••> o'-+- (p — 0 -)^; 

le coefficient de ^ est la difference de deux differences consecutives 
prises dans la suite a, p, y, . .., p, cr. Quant au premier et au dernier 
coefficient de —) ils peuvent etre consideres aussi comme des ilifle- 

rences du second ordre; il suffit de supposer que le terme a est pre- 
cede dun terme egal a a, et que le terme a est suivi d’un terme egal 
a (7. On aura done, en substituant comme precedemment Kdt h oj, les 
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equations suivantes : 

K 

— —^^[((3 — a) — (a — a)], 

[(<3 — 7 ) — (7 — P)], 

K 

— a) — (a — p)]. 

252 . 

Poui* integrer ces equations, on fera, suivant la methode connue, 

a = a,e'“, ^ = a.2e'“, y = a3e'“, ..., i7 = (7„e*'; 

A, a,, «o, . . . , a,i cHant des quantiles constantes qu’il faudra deter- 

ininer*. Lcs substitutions etant faites, on aura les equations suivantes : 

K 

«l/' = — [(«2— rtl) — («I— «l)]. 

K 

= — [(«3— «2) — («2 — «l)]. 

K 

= ~ [(^ 4 — «3) — (as— « 2 )], 

J 

K 

a,,// — — [(«„— a„) — (rt«— rt«_i)]. 

Si Ton rogarde a, conimc une quantile connue, on trouvera I’expres- 
sion de en a, et A, puis cello de «, en et A; il en est de menie de 
toutes les autres indeterminees «,,, a^, — La premiere et la derniere 
equation peuventetre ecrites sous cette forme 

K 

aji-=z [(<^2 — aj) — ao)], 

K 

Clf^ h zir ^ 71 ) ^n — \ )j> 
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pourvu que Ton retienne ces deux conditions 

CIq Gt ^ u — • 

La valeur de contiendra la premiere puissance clc A; la valeur do 
contiendra la seconde puissance de A, ainsi dc suite jusqu’a (lui 
contiendra la puissance /i““®de A. Cela pose, devant etre egal a a„, 
on aura, pour determiner A, une equation dii degre, et «, doini'u- 
rera indetermine (' ). 

II suit de la que Ton pourra trouver pour A im noinbre n de vabuirs, 
et que, d’apres la nature des equations lineaires, la valour geuerale 
de « sera composee d’un nombre n de tonnes, cn sort(! qiui les (juan- 
lites X, p, y, ... seront determinecs an inoyen dos d(|ualioiis 

ai -h a\ e^‘ ^ d\ 4 - . . , 

a 2 Cl. I ^ -f- . . . , 

y zr (73 -h a'.;^ -h (^4 -I- . . . , 

» 

0* =: (7/j -{- (In, ^ -+- Cl'u 4- . . . . 

Les valeurs A, A', h", . . . sont en nombre ii et dgah's aux n raeiju's do 
I’cquotion algebrique du w''™® degrd cn A, qui a, oonuno on le vorra 
plus has, toutes ses racines reellcs. Los (!oorfici(ui(s (b' la pn'inii'ro 
equation a', d\, d'l, ... sont arbitrairos; quant anx o.ooriioioiils 
des lignes inferieures, ils sont determines par nn nombn; n d(^ systinnos 
d’4uationssemblables aux equations preeddentes. II s’agit inainloiiaiil 
dc former et do resoudre ces equations. 

253 . 

Ecrivant la lettre q au lieu de on aura les equation.s .sui- 

(’) II imporle de remarquor que, toutes los dquations elant homogdnos par rapport au\ 
coefficients <r,-, le rapport sera inddpendant de «i et, par consdquont, roquation (jiii 
determine h sera toujours la radmo, quelle que soil la valeur attribuoo fi (1. I). 
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vantes : 

fii ~ a^, 

«2 =ra,(y-|- 2 ) — 

~ a^{q + i) ~ a^, 


( '7 + 2 ) — <1,1— \- 

On voit quo ces quantiles appartiennent a une seeie recurrente dont 
I’ecliellc.de relation a les deux termes {q -h 2) el — i . On poiirra done 
exprimer le terme general a,„ par I’equation 

a-m — k S\i\mu -h R sin(m — 1 ) u, 

en determinant convenahlenient les quantiles A, Bet u. On trouvera 
d’ahord A et B en supposant m egal a o et ensuite egal a i , co qui 
donnc 

<7„— , = — B sin ti, «! — A sin u 
et, par consequent, 

<^1 r • 

a,fi rr: I Sin mil — su\(ni — j) // 1. 


lilu suhstituant ensuite les valeurs de a,„, rt,,,.., dans requation 

gene rale 

a,„ = (c/ -H 2 ) — Om-^y 

on trouvera 

siiu/i'« {(/ -I- 2) sin(/u' — \)ii — sin(//i' — 

ni' designant m — 

En comparant eaUte (ujuation a celle-ci : 

sin wi' ii—.'y. cos a sin(m ' — i) ii — sin (m ' — 2 ) /<, 
qui exprinie une propriete connuo, on en conclut 

c/ -H 2 = 2 cos ou (/ = — 2sinV(/ (M; 
il ne restc plus qu’a determiner la valour de I’arc u. 


(') La notation sinVw, omploy 6 o ici ol clans la suite, indique lo sinus verse do Tare u. 

G. 1). 
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La valeur generale de etant 


r sin /?iu — sin (/n — i ) 1, 


on aura, pour satisfairc a la condition Tequation 


sin(/^ -h -- sill/^^^ i=sin//^<r sin(/^ — i)//, 

d’oLi Ton tire 

. TT 

Sin/iar:i:0, 

n 


t: etant la demi-circonferencc et i un nornbre entier ([uelconqiJ(s Ld 
que o, I, 2 , 3, 4, n — r. On cn pent deduire les n valours dv rj 
oil ainsi, toutcs les racines de requation en h, qui doniUMil h^s 

val(‘iirs de //, /t , h , k , ... sont reclles, negativ(‘s (d lburui(>s par Ir^s 
(‘(| nations 




‘>. — sin V ( o 
ni 

K 


in 


sinV( I 




IV . 

- 'X — Sin V 
m 


(// 1)^ 
n 


Stipix.soiis (lone qu’oa ail divise la (lomi-c.ircoiilV'i-eiicc' -n cii nii 
noinl)iv «(!(> parties o<ral,.s. el qiic Ton preniu' pour former Tare // ii„ 
iiomhre entier Ole ees i)arlies. / etant n.oimlre (lue//; on salisfera aux 
(‘(pjalions (lilferenlielles eii ehoisissanl |.our a, une qiiatUile qm-l- 
coiiqiH* et (aisant 

sirw/ — si no// 2 t^inXu 

OL I* *n 

Sin// * 

u ^ ^ '4 // sin I // / iin V f, 

p ... ■ ™ ’ e 




sin // 

sin 3// — sin 'a// 
sin// 


/ sfn V n 


o//, 


si n nil — sin ( « — I ) // - » & / ,i„ v „ 


sin II 
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Comma il y a im nombre n d’arcs differents qiie Ton peut prendre 

pour u, savoir (n— i)^, il ya aussi un nombre n 

de systemes de valeurs particulieres pour a, [3, y, o, . . et les valeurs 
geuerales de ces variables sont les sommes des valeurs particu- 
lieres. 

254. 


On voit d’abord que, si I’arc u est. nul, les quantiles qui multiplient 

rt, dans les valeurs de a, [3, y, S, ... deviennent toutes egales a I’unite; 

sin w — sino/^ i i t . -i ^ 

car : a pour valour i lorsque 1 arc u est nul, et il on est de 

sill li ^ ^ 

ineme des quantites qui se trouvent dans les equations suivantes. On 
(ionclut de la qu’il doit entrer dans les valeurs generales de a, [3, y, 
(1, ..., 0 - des termes constants qui sont egaux. 

De plus, en ajoutant toutes les valeurs particulieres correspondantes 
de a, p, y, on aura 




sin na 

a, 

SIOM 


— 2 — t sin 


V/c 


equation dont le second inombre se reduit a o toutes les fois que 
I’arc u n’est pas nul; tandis que, dans ce cas, on trouvera n pour la 

valeiir de On a done, en general, 

sin It ° 

cc -H— (3 —H y d -1— . . . /itij ; 

or, les valeurs initiales des variables etant a, h, c, d, il est neces- 
saire que Ton ait na, = an- -h c + </+... ; il en resulte que le 
terme constant qui doit entrer dans chacune des valeurs generales de 
a, (3, y, 0 , ..., 0 - est 

— (ci “f- h -+• c -f- d- “f” . . . ), 
n 

c’est-ii-dirc la temperature moyenne entre toutes les temperatures ini- 
tiales. 

Quant aux valeurs generales do a, p, y, . . ., cr, elles sont exprimees 
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[tar les equations suivantcs 


7. = - (.« 
n 


b + c^...) + a^ 


sin u — sino/^ 
sin u 


— 2 “ / sin V t( 


' ( ^ ~i” h C • 


zz:: •— {^Ct h C ^ 


-f- bi 

, 

sirur 

-+■ 

.,1 

sin/^''— sinoa'' 

c 

sin a 

. • • 

) + «i 

sin 2 u — sin it ^ 

sin u 


sin 2 ^/'— sin^^' 

-h ^1 

sin u' 

-h Cl 

-4— 

^\n2u"—s\n(i" ■ 

..._ — . f> 

shiu" 

— T" . . . 

) H- ^1 

sin 3// — sin 2 ^/ 

sin u 

H“ b\, 

sin 3///— sin 2 ;// 

si n h' 

-f- C] 

sin3w"~-- sin:u/" 

^ Sinn" 



l — - t sin V // 




sinn/^ — sin(/^ — i)a 


sin u 


I, -sin( /i Oj/' 

^ sin a' 

s\nnii"— sin(/i — i)if" - 

■ -T— 7? — 


2 - t Hill \ it ' 


sin li 


oil u, u', u", .. . designent Ics multiples de ^• 

255 . 

Pour determiner les constanles a, , c, , d,, ..., il faut coiisidercr 
I’etat initial du systeme. En effet, lorsque le temps est nul, les valeurs 
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de a, Y, o, ... doivent etre egales a a, b, c, d, .. .■ on aura done 
n equations semblables pour determiner les n constantes. Les quan- 
tiles 


sin?/ — sinoi;, sinaw — sin«, sin 3 << — sinaw, sinH«^ — sin(n— i)« 

peuvent etre indiquees de cette maniere 

Asino(/, Asiiii/, Asina?/, Asin(« — ;)«; 

les equations propres a determiner les constantes sont, en representant 
par C la temperature moyenne initiale. 


ct — it — {- o 1 -H “H C] H— . . . , 


/> -. C -t- fl, 


A sin cf 
sin u 


€ 


= C < 7 , 


A sin a u 
sin« 


{I — ^ ( j — 1— o j 


A sin 3 « 
sin a 




+ by 


+ by 


A sin u' 


A sin LL^' 



sin a' 

-1- Cl 

sin u" 

-H. . 

' • 7 

A sin 2 u’ 


A sin 2 u!' 



sin u' 

H- Cj 


-h . . 



sin^//' 



A sin 3 u! 

-1“ Cl 

A sin 3 u!' 

-H. . 


sin a' 


sin//" 




Les quantites h,, r,, d^, ... et C elant determinces par cos 
e(|uations, on connait enlierement les valeurs des variables a, [3, y, 

0, , -T. 

On pent ellectuer, (ui general, relimination des inconnues dans 
ces equations et determiner les valeurs des quantiles a,, />,, c^,d^, ..., 
nieine lorsque le nombre des equations est intini; on emploiera ec^ 
precede d’eliinination dans les articles suivanls. 


256 . 

Jin examinant les equations qui donnent les valeurs generales des 
variables a, p, y, •••, on voit que, le temps venant a augmenter, les 
tonnes qui so suecedent dans la valeur de chaque variable decroissenl 
tres inegalement; car, les valeurs de u, n', u", u"', . . . etant 


3 


TT 
/I ’ 




F. 


TT 

r 


TT 

n 


• • 1 


34 
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les coefficients sinVu, sinYu', sinV?/', sinVM'", . . . deviennent dc plus 
en plus grands. Si Ton suppose que le temps t est infmi, le premier 
lerme de chaque valeur subsiste seul, et la temperature cle chacune 

des masses devientegale a la temperature moyenne 
Lorsque le temps t augmente continuellement, chacun des termes 
de la valeur d'une des variables diminuc proportionnellemcnt aux 
puissances successives d’une fraction qui est : pour Ic douxieimf 

K K. 

-2-siaVw , . -2™8lnVrf . • • 1 

terme, e ” ; pour le troisieme terme, e ; ct ainsi de 

suite. La plus grande de ces fractions etant celle qui r^pond a la 
moindre des valeurs de u, il s’ensuit que, pour connaitre la loi que 
suivent les derniers changements de temperature, on no doit consi- 
derer que les deux premiers termes; car tous les aulres dovicniK'ut 
incomparablement plus petits a mesure que Ic temps i augmeute. Li’.s 
dernieres variations de temperature a, p, y, S, . . . sont done oxpri- 
mees par les equations suivantes ; 


I, , , . sm«< — sinort -sL/sinV/j 

a= -(a-f- 6 + c + + . . .) + «! ^ e H-- . . . , 

n ' sin« 


K 


o I, , , j , Sin2« — Sinu —i^felnVri 

ii--(a+l/-hc-hd-h...) + at ^ c -|- 

« sinw 


t , X sino« — sinaw -i--(sinv» 

/ = -(‘^ + ^-i-c -hd -i-. . .) -h a, ^ e 

" sm« 


257 . 


Si Ion divise la demi-circonference en un nombre n dc parlies 
egales et que, ayant abaisse les sinus, on prenne les dilTdrences I'litri^ 
deux sinus consecutifs, ces re differences seront proportionnellcs aux 


coefficients de e “ ou aux seconds termes des valeurs de a, 
y, ..., a. C est pourquoi les dernieres valeurs de a, [3, y, ..., a sont 
telles que les differences entre ces temperatures finales et la tempera- 
ture moyenne mitiale -(a-hb-hc-h...) sont foujours proportionnellcs 
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aux differences des sinus consecutifs. De quelque maniere que les 
masses aient d’abord ete echauflfees, la distribution de la chaleur 
s’opere a la fin suivant une loi constante. Si Ton mesurait les tempe- 
ratures dans les derniers instants ou elles different peu de la tempera- 
ture moyenne, on observerait que la difference entre la temperature 
d’une masse quelconque et cette temperature moyenne decroit conti- 
nuellement comme les puissances successives de la meme fraction; et, 
en comparant entre elles les temperatures des differentes masses 
prises pour un meme instant, on verrait que ces differences entre les 
temperatures actuelles et la temperature moyenne sont proportion- 
nelles aux differences des sinus consecutifs, la demi-circonference 
etant divisee en un nombre n de parties egales. 


258 . 

Si Ton suppose que les masses qui se communiquent la chaleur sont 
on nombre infini, on trouve pour I’arc u une valeur infiniment petite; 
alors les differences des sinus consecutifs, prises dans le cercle, sont 
proportionnellesaux cosinus des arcs correspondants; car on a 


sin mu — sin (m — \ )a 
sin u 


= dosmu 


lorsque I’arc u est infiniment petit. Dans cc cas, les quantiles dont les 
temperatures, prises au meme instant, different de la temperature 
moyenne a laquelle elles doivent toutes parvenir sont proportion- 
nelles aux cosinus qui correspondent aux differents points de la cir- 
conference divisee en une infinite de parties egales. Si les masses qui 
se transmettent la chaleur sont situees a distances egales les unes des 
autres siir le perimetre de la demi-circonference tc, le cosinus de Tare 
a I’extremite duquel une masse quelconque est placee est la mesurede 
la quantite dont la temperature de cette masse differe encore de la 
temperature moyenne. Ainsi le corps place au milieu de tous les 
autres est celui qui parvientle plus promptement a cette temperature 
moyenne; ceux qui se trouvent situes d’un meme cote dti milieu out 
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tous une temperature excedante, et qui surpasse d autant plus la tem- 
perature moyenne qu’ils sent plus eloignes du milieu; les corps qui 
sont places de I’autre cote ont tous une temperature moindre quo la 
temperature moyenne, et ils s’en ecartent autant que ceux du cote 
oppose, mais dans un sens contraire. Enfin ces differences, soil posi- 
tives, soit negatives, decroissent toutes en meme temps et proporliou- 
nellement aux puissances successives de la meme fraction, en sorte 
qu’ellcs ne cessent pas d’etre representees au meme instant par les 
valeurs des cosinus d’une meme demi-circonferenco. Telle est, en 
general et si Ton en cxcepte les cas singuliers, la loi a laquellc sont 
assujetties les dernieres temperatures. L’etat initial du systeme m; 
change point ces resultats. 

Nous aliens presentement traiter une troisieme question du menu' 
genre que les precedentes, et dont la solution nous fournira plusieurs 
rernarques utiles. 

259 . 

On suppose un nombre n de masses prismatiques egales, placees ii 
des distances egales sur la circonference d’un cercle. Tous ces corps, 
qui jouissent d’une conducibilite parfaite, ont actuellement des tempe- 
ratures connues, differentes pour chacun d’eux; ils ne laissent echappm* 
a leur surface aucune partie de la chaleur qu’ils contiennent. line 
tranche infiniment mince sesepare de la premiere masse pourse reunir 
a la seconds, qui est placee vers la droite; dans le meme temps, urui 
tranche parallele se separe de la seconds masse, en se portant de gauche 
a droite, et se joint a la troisieme: il en est de meme de toutes h's 
autres masses, de chacune desqucllcs une tranche inliniment mince se. 
separe au meme instant et se joint a la masse suivante. Enfin, les 
memes tranches reviennent immediatement apres et se reunissenl aux 
corps dont elles avaient ete detachees. On suppose que la chahmr se 
propage entre les masses au moyen de ces mouvements alternatifs, qui 
s accomplissent deux fois pendant chaque instant d’une egale duree; 
il s agit de trouver suivant quelle loi les temperatures varient; e’est- 
a-dire que, Itss valeurs initiales des temperatures etant donnees, il fau f 
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connaitre, apres un temps quelconque, la nouvelle temperature de 
chacune des masses. 

On designera para,, a^, a,, ..., a,-, les temperatures ini- 

tiales dont les valeurs sont arbitraires, et par a,, a,, a.,, . . ., a,, .... 
les valeurs de ces memes temperatures apres le temps ecoule t. II est 
visible que chacune des quantites a est une fonction du temps t et de 
toutes les valeurs initiales a,, a,, a,,, ..., a„ : ce sont ces fonctions 
qu’il s’agit de determiner. 

260 . 

On representera par co la masse infiniment petite de la tranche qui 
so porte d’un corps a I’autre. On remarquera en premier lieu que, 
lorsque les tranches ont ete separees des masses dont elles faisaient 
partie et raises respectivement en contact avec les masses placees vers 
la droite, les quantites de chaleur contenues dans les differents corps 
sont 

(m — o))ai “h Moc,i, 

(m — 0)) ajjH- c,)CCi, 

> 

(r/i — t,i) cc„ -h ««„_i ; 

(m divisant chacune de ces quantites do chalcur par la masse m, on 
aura, pour les nouvelles valeurs des temperatures. 



-f- 

— (a« 

““ 5Ci), 



ni 


GCi 

-h 

™ (^1 

— a,), 



111 




G> , 


a/ 

_u 

- (a/. 

• I— a/) 



m ^ 



“H 

G) 

— 

-1 



m 



c’est-a-dire que, pour trouver le nouvel 6tat de la temperature apres le 
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premier contact, il faut aj outer a lavaleur qu’elle avail auparavant lo. 

produit de^ par I’exces de la temperature du corps dont la tranche 

s’est separee sur celle du corps auquel elle s’est jointe. On trouvera, 
par lameme regie, que les temperatures, apres le second contact, soul 

Gl) , . (i> . « 

— (^2 )? 

G) / . 0) , . 

as H (oCi — ao) H (<^3 — ocs), 


G) , . 0) , . 

-f- — (oci-t — a,-) -h - (a.-H-i — a/), 




Le temps etant divise en instants egaux, on designera par c// la duree 
de cet instant et, si Ton suppose que w soit contenu dans un nomhre K 
d’unites de masse autant de fois que di est contenu dans I’linite de 

temps, on aura w = Kdl. En appelant da,, dv.,, da,, da,-, da„ 

les accroissements infiniment petits que retfoivent pendant I’instant dl 
les temperatures a,, a,, ..., a,-, ..., a„, on aura les equations dineren- 
tielles suivantes : 

K 

— 2a, + aj), 
da.,_ = — cif<(a, — 2CX.2-+- a^). 


K 


1 — 2 a,- -l- ac/^, ), 


K 


^“"-1— 2a«-i + a„), 


K 


~ m ~ 2 a„ 4- a, ) . 
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261 . 

Pour resoudre ces equations, on supposera en premier lieu, suivanl 
la methode connue, 

a, = b^eM, 

> 

(Xi = bieM, 

- ... y 

/y fj pltt 

Les quantiles />,, h.^. ..., sont des constantes indeterminees, 

ainsi que I’exposant h. II cst facile de voir que ces valeurs de a,, a^, 
aj, ..., a„ satisfont aux equations differentielles, si Ton a les condi- 
tions suivantes : 

b,/l = ^^{b„-2b,->rb,), 
hJi=^{h, — 2b,-\-b,), 


bi/l = 


6 „A = 5 2 «>„+/;,). 


Soil 


hni 

on aura, en commengant par la derniere equation, 

bi = b^{f/ -h 3) — *„-i, 

*2 = ^1 {<1 — f > n , 


bi — bi-i + 2 ) — ^/- 2 , 


^/i = ( (7 2 ) — />„_2 (‘)- 


(!) On pent presenter d’une mani6re moins synlhdtique le raisonneraenl par Icquel Fou- 
rier obtient les diflfdrentes solutions de ce systdme. Subslituons a 5' la variable u ddfinie 
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ii »^ii resulte quc Ton peut prendre pour b^, h^, . . b„ 

lesn sinus consecutifs que Ton obtient en divisant la circonferencc cn- 
tih“e 27: en un nombre n de parties egales. En effet, en appelant // 


Fares les quantiles 

sinof^, sin i M, sin2^^, sin(rt <)''> 

qui sont en nombre n, appartiennent, comme on Ic sail, a uno s(*i'i(' 
recurrente dont Fechelle de relation a deux termes, savoir acosn el 
— I, en sorte que Fon a toujours la condition 

sin/« 2 COSH sm(i — i) « — sin (/ — 2)//. 


On prendra done pour b^, b.y, b^, b,, les quantiles 

sinoi/, sini«, sin2f/., sin(/i— I)^^ 


par la relation 


<2 4 - 2 = '2 cos u ; 

il sera toujours possible de trouver deux constanles A ct B, tellos (fiio Ton ait 

Li = Acoso^^ -h B sino = A, 

= Acos ui -4“ B sin i u ; 

alors les equations preeedentes, employees k partir de la troisieme, nous donncronl 
d-s ~ A cos 2 « -h B sin2f^, 


bi = Acos(i — i)u 4- B sin(f — i 

bn = Acos(/^ — i)u 4- B sill(/^ — I )//. 
Les deux premieres equations nous donneraient ensuile 

1^1 = A cos nu 4- B sin/^ft:, 
bi= A cos(/^ 4- i)w 4 - B sin(/i ijn. 


En egalant les deux expressions differentes auxquelles on esl ainsi conduit pour bi vi 
pour ^2, on trouve 


sill - 


sin - 


2 

uu I 




^ . nu HU 

- Asm — — Bcos — 

L 2 2 

I^A sin — - B cos « J =r o. 

Comme les constantes Aet B ne sont pas nulles simultandment, on reconnaitra aist^inoul 
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et Ton aura ensuite 


ou 


<7 H- 2 iz: 2 COS U 

<7 “ — 2 sin V M, 6/ = sin///. 

hm 


On a mis precedemment la lettre q au lieu de > en sorte que la valeur 


sK . 


de h est — ^ sin V en substitiiant dans les equations ces valours de 

hi et de h, on aura 


= sino// e 
OL^ z= sin I// e 
a> — sin 2 // e 


■oi/sinV^ 


a,/ zz: sin(/i — i)// e 

que ces deux Equations ne peuvent 6tro vdrifices quo si Ton a 

. Nil . 2 7r 

sin =0, a zrz L j 

2 It 

L ddsignaiU un nombro ontier. A chaque valeur de //correspondent une infinite de syst^mes 
do valeurs pour b^, . . ba qui sont donn6spar les formules 

bi == Acosow -h Bsino//, 
b^ = A cos r a -i- B sin i //, 


hn “ Acos(/v — B sin(// — \ )ii, 

oil A et B sont deux conslantes arbitraires. C’ost lo r6sultat de Fourier. 

Pour ce qui concerno le nombro des syst6mes distincts que Ton obtient ainsi, il est ais6 
do voir quo, si ii est impair oL 6gal a 2 ).-+- i, la valour o de i donno un systeme de so- 
lutions pour /;i, /> 2 , les valeurs i, 2 , 3, , X de /* donnent chacune deux syst^mes 

de solutions ; quant aux valours do i supdrieuros a \ elles doivent etre n^gligdes, car on 
pent toujours, sans altdrer une solution, changer i en // — /. II y a done en tout 

2 X H - 1 = n 

systeines distincts, lindairemont inddpendants, de solutions particulieres. 

Dans Ic cas oti n est pair, les valeurs o, ~ de i donnent chacune une solution; les valeurs 

j, 2 , . . . , ~ " I en donnent chacune deux ; ce qui fait encore// systemes distincts do solu- 
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Cesdernieres equations ne fournissent qu’une solution trcs particu- 
liere de la question proposee : car, si Ton suppose t = o, on aura pour 
les valeurs initiales de a,, a„ les quantites sinow, sin i a, 

sina;/, . sin(n — i)u qui, en general, diflerent des valeurs donnees 
ag, ..., maisla solution precedente merite d’etre rcmarquee 
parcequ’elle exprime, comme on le verraparla suite, une circonstance 
qui appartient a tous les cas possibles, et represente les dernieres va- 
riations des temperatures. On voit par cette solution quo, si les tem- 
peratures initiales a,, a,, a ^, .. ., a„ etaient proportionnelles aux sinus 

277' .271 . 27T .. .2 71 

sino — ) sin I — 5 S 1112 — ? sin(/i — i) — ? 

n n n n 

elles demeureraient continuellement proportionnelles a cos nicmos 
sinus et Ton aurait les equations 

. K , 277 

Arzi— 2 — SinV 

m n 

C’est pourquoi, si les masses qui sont placees a distances egabis sur 
la circonference du cercle avaient des temperatures initiates propor- 
tionnelles aux perpendiculaires abaissces sur le diametre qui pas.s<‘ 
par le premier point, les temperatures varieraient avec le temps en 
demeurant proportionnelles a ces perpendiculaires et ces temperatures 
diminueraient toutes a la fois comme les termes d’unc memc progres- 
sion geometrique dont la raison est la fraction e~ 

263 . 

Pourformer la solution generale, on remarqueraen premier lieu qiu^ 
Ion pourrait prendre pour b,, b^, b^, ..., b^ les n cosinus correspon-* 
dants aux points de division de la circonference partagee en un 
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nombre n de parties egales. Ces quantites 

COSOi/, cos I C 0 S 2 J<, COS(rt — \)U, 

dans lesquelles u designe I’arc forment aussi unc serie recurrente 
dont Techelle de relation a les deux tenues 2 cos// et — 1; c’est pour- 
quoi Ton pourrait prendre, pour satisfaire aux equations differen- 
tielles, les equations suivantes : 

— 2 — / sin V // 

CCi iz:: COSO;^ 6 , 

-- 2 — / sill V // 

(7.0 = COS I u e , 

— 2 — / sin V // 

= , 


-- 2 — / sin V// 

(7/,— cos(n — i)n c 

liulependaminent des deux solutions precedentes, on pourrait choi- 
sir, pour les valeurs de //,, h.,, h.^, .. h,„ les (juantites 

siiio.a//, siiit.p.//, siii2.',u/, sin (/< — 1) 2 // 


ou celles-ci 

COSO. 2 //, COSl.2//, C0S;>..2//, ..., COS(// — J)2/i. 

En efl'et, chacune do ces series est recurrente et fbrmdc de n termes; 
rdchellc do relation a les deux termes a cos 2// et — i; et, si Ton con- 
tiniKiit la serie au dela de n termes, on en trouverait n autres qui 
soraiont respectivement egaux aux n precedents. En general, si Ton 
designe par//,, //., ...,//„ les arcs o—-, i -y> •■•,{// — ij --■) on pourra 
prendre, pour les valeurs de //,, //2. /■'s. - • •> les n quantites 
sino//,-, sini//,-, sina//,-, ..., sin(//— 1)/// 


ou celles-ci 

COSO///, COSl///, cos 2 ///, ..., COS(/i — 0 «,•; 

la valour de h correspondanle a chacune de ces series ost donnec par 
I’equation 

h — — 2 — sin V ///. 
m 


PROPER! 
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On pent donner n valeurs differentes a i, depuis i = i Jusqii a / : • n 
En substituant ces valeurs de b^, b.,, b^, — , b^ dans les (^qualions (1< 
I’article 261, on aura, pour satisfaire aux equations dillerontiolh-s (h 
I’article 260, les resulfals suivants : 


a, — sinow/ e 


- 2 — / sin V Hi 


Oil 


5^2 = Sin iUie 


— 2 — i sin V iti 


a I ==: COSOW / e 


a, rz: COS I til e 


2 — / sin V f/i 


2 ~ / Hfn V Ut 


z=z sin2w,- e 


— i~t sin V ifi 


OCs COS2t// e 


" a - t «ln V it, 


— 2 — / sInV/q 

a,i:=Sin (/2 — 1)11(6 


t sin V //, 

COS(/^ — l)/// C 


264. 


On satisferait egalement aux equations de I’arlicle 260 ej> (unnpo- 
sant les valeurs de chacune des variables a,, a,, . . a„ d(i la sotniin* 
de plusieurs valeurs particulieres quo I’on aurait trmivees pour colte 
meme variable, et Ton pout aussi multiplier par des eoidltieii'nls con- 
stants quelconques chacun des termes qui entrent dans la valour facile- 
rale d’une des variables. 11 suit de la qu’en dcsignant par A,, B,, A.j, 
Bo, A 3 ,Bj, ..., A„, B„ des coefficients quelconques, on pourra prendre, 
pour exprimer la valeur generale d’une des variables, par exe.inplc dc 
I’equation 

K 

, V . ... . 2 — / 8ln V 

(Ai sinmu^ -f- cos/n-^i 

K 

+ ( A, sin mu^ -i- Bj cos /«Oj ) e ~ * ‘ ^ 

+ 

K 

+ (A„sinTOK„+ B„cosm</„)e~*^ 

Les quantites A,, Aa, Aj, ..., A„; B,, B^, Bj, ..., qui cntreiil 
dans cette equation sont arbitraires, et les arcs //,, a,, sonf 

donnes paries equations 


271 


271 27r 

-1— ; U^:=2 , 

^ n 


(n~i) 


air 


. . j 
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Les valeurs generales des variables a,, a^, aj, sent done expri- 

inees par les equations suivantes : 


a, = (Ai sinojii -t-Bj coso/<i)e 
(A 2 sin o •+* B 2 COSO ^^ 2 ) ^ 

-+- (AsSinoMs 


= (Ai sin I Hi H- Bi cos \iii)e 
-h (A2 sin I 4- B2 cos I a.^)e 
4 - (As sin I 4- Bs cos i u^)e 


— 2 — ^ sin V //, 


-2 - f sinV u.-, 


2 ~ / sin V /^3 


as — (Ai sin2 -4 BiCOS2?4)e 
4- (A 2 sins 4 - B 2 COS 2 Wg) 
4- ( As sin 2^/3 4- B3COS2//3)r? 


-2 - t sinV^/i 


— 2 — / sin V 


-2 — f sin V 


[Ai sin(/j — i)m, +Bi cos(/i — i)<4,]e 

-2‘i 

-1- [Aj sin(/i — i)«2 + B2 cos{« — \)u{\e 

, K 

+ [Aj sin{w — 1)^3 + B3 cos(n — i) tt^'\e 


265. 

Si Ton suppose le temps nul, les valeurs a,, a,, ..., a„ doivent se 
confondre avec les valeurs initiales a^, a^, a„. On tiro de la un 

nombre n d’equations qui doivent servir a determiner les coefficients 
A|, B|, Aa, Ba, . . A,„ B„. On reconnaitra facilement que le nombre 
des inconnues est toujours 6gal a celui des equations. En eftet, le 
nombre des termes qui entrant dans la valeur de chacune des va- 
riables depend du nombre des quantites differentes sinVu,, sinV«o, 
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sinV?/ i|n'on li'ninc fii ilniHaiil la nn itiilft < . l u m, 

niHiihrc /I (l(‘ pailii’N cj.iaic-'. <>r If lii s .jiiaiilil. s '.in \ n ‘ . 

* it 

.sill \' I ' ‘ » >ni \ ‘ hraiii-fUii) iijMiiMiM* «jut 'a 

1 ‘ 1 ’llt‘s qm stHil I’ji !«• timiiUrv [Mr = i 

s’il rst tiiijialr, i*! par m ^ it r^f pair, i • i u'im’S'.i Ishi jimii % Ir imnjhi'i* 
i!t\s sinus v«*rsrs iljUrrriii^. irmi aiiln* rMii*. itiisijin*. li.niH I 4 %iii!r iii*H 
ijiiaitlih's 

\ ‘ \ j * ^lii ’< 

#1 H 

HU jiarvirudra a uii ^iuii^ ^ • *>mI a 1 nu jUiTTrlfiif ^ 

"* Irs d»‘m sjiii ^ MiiliriMlisiijf n- iHi'iiif 

sinus ii’rn Itij'inrriinl ijti’nii di'U\ .41* dilli'n-nl’. n, lU 

«|Iii aUl’HUl It* iuriiir HiiiiiH aill'Htil Ir Nii-iiM' » Minin'*, «i 

sliaiH nr dlUVrrrullI Ijllr p.ir Ir si^mr it r *-4 Jisi- i!*- smr Ijii» » I-'. 41 '* 
rl Ui ijtii tilil It* liiriiir sinii^ lid’, ijnr !*’ » » 4 '.uin{--. irnii iiiul 

Hjilr ijnrtr«ini|Ui‘ ill* r ’*4 r^rd 411 rn^iiMi^ dsi innilijdr d«=’ 11. 

rt Ijlir h* .Hinils ildlll ||il|Ill|dr ijl|rl» *»lii|!ii’ di- ir, in- «!illi |r j|i|i* ji 4 l Ir 
dll siiMis tin iiinlfijdr ilr ^1,., If dr l.i jiidni rriinil 

t‘lt till siUll li*S di*l|\ |•^^rrr ^|i«iiid.tnh 4 dr » Ii.m iiur di"'^ r »j Iiai niii-» , 

|i*s ilrtl\ llitlrirriiiiiirrs A, rt \, i|ni riilr»'iil !«-. r.|ii.iins!ih Mj|il 

rriiijdarrrs par niir snilr iiidiUsn'iiinn r , s,iiou ijii.ml 411% 

diUI\ ili*lrlrrillliii*r H ||^ r| , idlr--^ 411 -^*-41 iriii|d.M • j*.*! liiir M iiir, 

l|yi l*st It, ? II, ; il rii rii'siilfr ijlir Ir liMililifr d» -i nnl* I* I'liiJlM'rn r' J 
riCa!, liali*^ litilH an n^nnlirr dr^-* r»|n 4 l iM-ir-. *i .11 1 * ii-.rid*ir d*-’ 

Irrilirs t*s| liiiijiiiirH 1 ’ 1 : il l.iiil ajsinli-i' i|yr I j jim u«'» \ , dr^ju 

rail d rllr-'lliiUlir daii--i imi-* !t"'i j*r«*iiHrrs Iri'inr^s, |i 4 i'. ^ *|uddlr iiiu lit jdn- 
jr Hiiiiis d*iiii ari- iiiil. Ilr jdii*^, |or- 4 «jii«- li^ in.iiiiliir jnii , 1! 

Ifii||l'i% a la fill ilr rii.ii|iii’' riji|..ilii#ii, iin Irriiir d^n-.* ir*|iir| mii- d* ^ iinl«- 
li^rillllirrs i||s|i.irail riii4irr dddli*niirllir , ji4ri r ijn'rll*’ 1 . iiinllijdii" nii 
slillW lltlli aiil^l !*’ ii«iliilirr drs i||r iii|it|i||*% t|iii r<|ii.i 

IlllllH l»,4 li > I * I J |r in.iiiilnr r 
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2(i-i-r) — I lorsque le nombre est impair ; par consequent, le nombre 
des inconnues est, dans tous les cas, le meme que le nombre des 
equations. 

266 . 

L’analyse precedente nous fournit, pour exprimer les valeurs gene- 
rales des temperatures a,, a^, oc^, ..., a„, les equations 


/ / 2 71 2 7 t\ —sA/sinVO — 

O', Ai sino.o hBiCoso.o — e " 

\ n n / 

/ 2 71 ^ 2 7t\ —2—^sinVi~ 

-K f Aa sino. I — -f- B 2 COS 0 . 1 j e " 

/ , . 9.7: ^ 2'n:\-2~/S!n\2- 

H- A 3 Sin o. 2 h B 3 COS 0.2 — e 

n n 


2 TC 


^2 ~ Ai sin 1 .0 h Bi cos i .0 


n 


2TC\ — 2 — I' siii\ 0 

n 


) li. 2 7 C 

— 2 — / sin V 1 — 

e " 

2 TT p,7T\-2 — ^si«V2 — 

H- A 3 sin 1.2 I-Bacosr.?. — ]e 

n 11 


(f) \ 


. K . . „ 271 

, . 27r „ 27r\ - 2 ~/ 8 .nV 0 -^ 

AiSin 2 -o hBiCOsa.o — \e 

n ' j 

K , , ,r . 2 7 t: 
-.2 ~?blnv 1 — 

e " 

\ „ K . . xr ^ 2TC 

, . 2T. ^ 2 7 r\ - 2 -^ 8 ln^ 2 - 

A 3 sin 2 . 2 H Bn COS 2. 2 — ) e 

11 11 
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: Aisin(/i — cos(/^ — • 0 


2 TT I 

^irj 

j^A 2 sin(/i — j) I ^ -1- B 2 C 0 s(/^ — 1)1 “ jj 
- j^A3sin(/^-- 1)2 ^ H- B3C0 S.(/i — 1)2 . 


- 2 - /'sin VI — 


Pour former ces equations, il faut continuer dans cliacune la suite des 


TiiKHiiir: 1 ) 1 *: i\ i » it u it 


mi 

l(‘niH‘S(|ni r(Mi(it‘unriil nIii \ » HUil ^ 

(|if(Hi ail ppuise f<MiH !i’s sinus ^lU’srs ihlfrrrurN, li «iiiiriiri*^ iniii, j,..^ 
Icniu'S siihs{*t|Ut*iits* «ii roiiiinriiranl juiri^rliii itii i| riiirrr*iil im %ii|iiH 
V(‘rs(‘ rgal li Tun il<*s jirrmlt’iifs, l,i* inuiilirr iIi-h l•i■|il,ltill|i% r*.^| s'l a 
(\sl nn nninbrr pairrgal a Ir iiiijiifiri* *l**s li*riiirsi|r r'li.iijur* I’ljiiiiiiiiii 
(‘sf / i (;si In iHiinbrn /iclns n<|ii.iiiiUis vhI till I i■‘|♦rf•%r.||||l 

par 'Ai -f I ♦ In nniiilu'i* tins Inrinrs i*h| rut-ntr ii i i i , jiariiii 

|{‘S C|UatlliU’s A(* H,, A.* U^n - «|UI lUllnuil ilaiis rr's ri|ii*it|ii||H, i| \ 
nil a c|ui tlnivnnt ntrn niiiisns r| ilisp^ii-.im%rij| r»»iiiiiii» 

inultiplianl dns sinuH nuls. 

jiv: , 

INmr <l(*tnrntiiinr It'S ijii.iiililns A,, II,. A,^. 11 ^, ijin i*iilrriii 

(Ians l(‘s nijuatnuis pmrniirjitrs, i| hmi rr-t.ii 111111*1! ijm 

(MHUiu : nil siippnsnra i <1 i^l f*iui an lirai »|i'‘ t., . , ,, li*^ 

((Uiuitilns tiniiiinns ri, , ri.^, f#i» .... tjtii Jr's lalrutrs iiii|i, 4 li >1 i|rv, 
(inriiturnH. On aura dmir* ntuir ili^lnriiinir'r I,* It,. 1 ^. It., I,, 
l(!s nijuatiniis sni%'aiitns : 


ti^ 

i j •hIIIm 
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< \ j siii 
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it 


#1 


^5 
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268 . 

Dans ces equations, dont le nonibre est n, les quantiles inconnues 
sont A, , B, , Aa, B,, Aj, Bj, . , il s agit d’effectuer les eliminations et 
de trouver les valeurs de ces indeterminees. On remarquera d’abord 
quo la meme indeterminee a un multiplicateur different dans chaque 
equation, et que la suite de ces inultiplicateurs compose une serie 
I’ccurrentc. En effet, cette suite est cello des sinus croissants en pro- 
gression arithmetique, ou celle des cosinus des memes arcs; elle pent 
etro representee par 


sinow, 

sini;/, sins;/, .. 

sin(// — i)//, 

ou par 



(*OSO//, 

cos I //, cos 2 //, 

. . , cos (// — l) //. 

l/arc u est egal a 

• 2 7T • • 

i~ si I’indeterminee dont il s’agit est A/.,,| ou 


B,+,. Cola pose, pour determiner I’inconnue A/^., au moyen des ^ua- 
tions preccdentcs, il faut comparer a la suite des equations la serie des 
inultiplicateurs sinoa, sinu/., sinau, sin3i/, ..., sin(rt — \)u et multi- 
[ilier chaque equation par le terme correspondant de la serie. Si Ton 
preud la soinme des equations ainsi multipliees, on eliminera toutes 
les inconnues, excepte celle qu’il s’agit de determiner. Il en sera de 
meme si Ton vcut trouver la valeur de B,+, ; il faudra multiplier chaque 
equation par le multiplicateur de B,+, dans cette memo equation, et 
prendre ensuitc la sommc do toutes les equations. Il s’agit de demon- 
trer qu’en operant de cette maniere on lera disparaitre en effet des 
equations toutes les inconnues, excepte une sculc. Pour cela, il suffit 
de faire voir : 

i" Que, si Ton multiplie terme a terme les deux suites 

sino«, sin I H, sinat/, .... sin(« — 1)«, 
sinoe, sin i e, sinae, sin(/i — 1 )<’, 

la somme des produits 

sino « since -+- sin i « sin i e -f- sina « sin a e H- sin (« — i)it sin(n i) e 

w 36 
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sera nulle, excepte lorsque les arcs m et e seront les memes, chacini dc 

eesarcs etant d’ailleurs suppose un multiple d’line partic de la circoii- 

ference egale 

2 ° Que, si Ton multiplie terme a terme les doux scries 

COSO^/, COSIfi, C0S2i/, COS(/i — l)//, 

cosor, cos re, coS2e, cos(/r — i)t’, 

la somrae des produits sera nulle, excepte Ic cas ou u est egal a e; 

3“ Que, si Ton multiplie terme a terme les deux suitr^s 

sino«, siiii«, sinaw, siti(« -1)0, 

cosoc, cosie, cos2(’, ..., cos(« — i)e, 

la somme des produits sera toujours nulle. 


269. 


On designera par ^ I’arc parp.^' Fare //, et par vq I’air. r’. pi el v 
etant des nombres entiers positifs moindros que n. Le prodnit d(^ deux 
termes correspondants des deux premieres series sera n'pre.se.iite |)ar 

sinyp^ sin y'vc/ 
ou 

^ cosy ( p — V ) ,7 ~ i cosy ( p ■ 1- v ) y , 


lalettrey designant un terme quelconque de la suite o, j, 2 

n — I. Or il est facile de prouver que, si I’on doime a / ses 
n valeurs successives depuis o jusqu’a ra — i , la somm(> 


C0S0(p — v)y + - COS I (p — y)y -C0S2([jl — y )y - 


• + - COS ( n t) {jj. 


aura une valeur nulle, et qu’il en sera de memo de la suite 

COSO(p + X)y + d cos I ( p + y)y + 1 COS2 (p + y) y +. . . + I coS (« 

^ O ' 


) tp V) 
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Eu efl’et, eii reppesentant par a I’arc (p. — ■^)q, qui est un multiple de 
on aura la suite recurrento 

cosoa, cosia, cos 2 a, cos(/^— i)a, 

(lent la somme est nulle. Pour le faire voir, on representera cette 
somme par S ct, les deux termes de I’echelle de relation etant ?. cosa 
et — r, on multiplicra successivement les deux membres de I’equation 

S — cosoa -I- cos 1 a -4- cos2a , .-1- cos(n — i)a 

par I, — 2 cosa ot par puis, ajoutant les trois equations, on con- 

iiaitra que les termes intermediaires se detruisent d’eux-memes d’apres 
la nature de la seric recurrcntc. Si Ton remarque maintenant que, nx 
etant un multiple do la circonference entiere, les quantites 

cos(/i — i)a, cos(« — 2)a, cos(/i — 3 )a, 


sont respcctivement les menies que cellos que Ton designerait par 
cos( — a), COS( — 2a), cos( — 3 a), ..., 


on en conclura 


2 S — 2 S cos a = o ; 


ainsi la somme chcrchce S doit en general etre nulle ('). 

On trouvera do rneme que la somme des termes dus au developpe- 

ment do ^cosy(p.-i-v )<7 est nulle. II fautexcepter le cas oil I’arc repre- 
sente par a serait nul ; on aurait alors 

I — cosa ™ o; 

c’(!st-a-diro que les arcs u et e scraient les memes. Dans ce cas, le 
terme jCosy(p -t- '^)q doimc encore un developpement dont la somme 


( I ) De ritlcrxtit6 

cos^a — 'J5C0Sacos(^ — i)a -h cos(^ — 2)a = o, 
applicable h toutes les valeurs de i, on ddduit g 6 n 6 ralement 


[cos 2 a — 2COsa cos(z — i)a H- cos(z — 2)a] = o 
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est nulle; mais la quantite ~ aosji^). — v)f/ fournil des {('nncs (‘jjiiuix 
(lent cliacun a pour valour^; done la somine des produils ternu' a (eniie 
des deux premieres series est ^n. 

On trouvera de la meme maniere la valour de la soniino des pianlnils 
terme a terme des deux secondes series, on wcosyp.*/ o()s/v(y; en ellel, 
on substituera a 

cos JiJ.q cosy VC/ 

la quantite 

i cosy (/i — v)<7 -I- cosyXfi -H v)c/ 

et Ton en conclura, comme dans le eas precedent, (|ue 

-;COsy(fi-i-v)c/ 

est toujours nulle, et que 

2^C0Sy(fx — y)c/ 

est nulle, excepte le cas oii p. = v. II suit de lii (jiifi la sonitix* des jiro- 
duits terme a terme des deux secondes series, on 

^ cosy ]UL <7 cos j V y, 

est toujours nulle lorsque les arcs n et e sont dillereiKs. el e^jale a 


— «-i 

"I ^cosca — 2eosa^cos(c — i)a-|-VcoH(<- •».(5t ... 

» 0 T 

Dans Ic cas traite par Fourier, «a ost un multiple do -cstt oi I’m, ,i. par 


" 'S COS(i — l)a — cos(« — I )a 


COHl"” % I 


n-l 

S COS(c — l)a— ^ COS(c — v,)4( : 


: cost /i —u,)a — cost ■it%i .1, 


par leur valeur cornLne^ m trouvo bien^*”" 


itS(i — COSa) = 0, 


iL ii 
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~n lorsque u — v. II ne faut plus que distinguer les cas ou les arcs ay 
ef, vq sont tons les deux nuls; alors on a zero pour la valeur de 

^ sm j u.q sin / V q, 

qui designe la somme des deux produits terme a terme des deux pre- 
mieres series. II n’en est, pas de meme de la somme 


2 coy iJ.q COS/vq, 

prise dans Ic cas ou p.y et vy sont nuls; cette somme des produits 
terme a terme des deux secondes series est evidemment egale a /?. 
Quant a la somme 

i cos y f^y sin/ vy, 

die est uulle dans tons les cas, ce qu’il est facile de reconnaitre par 
I’analyse precedente. 

270 . 

La compai'aisou de cos scries fournit done les consequences sui- 
vanles. Si Ton partage la circonference air en un nombre n de parties 
egales, que Ton prenne uu arc u compose d’un nombre entier a de ces 
parties, et que Ton marque les extremites des arcs u, iu, Zu, l\u, . . ., 
(/r-— i)m, il resulte des proprietes connues des quantites trigonomd 
triques que les quantites 

sino//, situ//, sin:/.//, ..., sin(rt — i)//, 

ou celles-ci 

COSO//, cost//, COS2//, ..., cos(/i — l)// 

fornient une sorie recurrente periodique, composee de n termes; si 
I’on compare une de ces deux series, correspondante a un arc // ou p. > 
a une serie correspondante a un autre arc e ou v ^ et qu’on multiplie 

terme a terme les deux series comparees, la somme des produits sera 
nulle lorsque les arcs u et v seront differents. Si les arcs u et e sont 
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egauK, lasomme des produits est egale a lorsquo Ton compare d<‘ux 
sid-iesde sinus, ou lorsque I’on compare deux series de cosinus; mais 
cetfesomme estnulle, si Ton compare une seric do simis a unc serm 
,le cosinus. Si i’oTi suppose nuls les arcs u et e, il est mani(es(e quo la 
sonime des produits terme a terme est nulle toutos los (ois quo 1 uno 
lies deux series est formee de sinus ct lorsqu’cllos lo sont toutos h's 
deux; mais la somme des produits est n si les deux series oomposdos 
sontformees de cosinus. En general, la somme des produits terme a 
terme est egale a o, ou ou n; au rcste, les formules counues condui- 
raient directement aux menies resultats. On les |)reseut.e iei eomme 
des consequences evidentes des theoremes elementaires do la Trigouo- 
metrie. 

c\n\ 


Il est aise d’effectuer au moyen de ces reniarques relimination des 
inconnues dans les equations prec6dentes. J/iudetm’iuinet'. A, dispa- 
rait d’elle-meme comme ayant des coefficients nuls; [xuir (rmiver H,. 
on multipliera les deux membres de chaque equation par h* eoeirieieiit 
de B, dans cette meme equation ct Ton ajoutera toutos loiS equations 
ainsi multipliees ; on trouvera 

ct^ -H + rtg -l- . . . “S' (X ^ ri It I , 


Pour determiner Ag, on multipliera les deux membres <le ehaqjie 
^uation par le coefficient de Aa dans cette equation el, et; designant 
I’arc ^ par q, on aura, apres avoir ajoute les cipiatious, 

a, sino^TH- aj sLnig^ 4 - aa sin2<7 +•...+ «„ sin(« — 1)1/ ■ A*. 

On aura pareillement, pour determiner Bj, 

«iC0S0 5'+ a, cosig' + aa COS2/7 H-. . .4- cos(/t — i)// ‘ n It,. 

En general, on trouvera chaque indeterminee en multiplianl U-s 
deux membres de chaque equation par le coefficient de riudetenninee 
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dans cette meme equation et en ajoutant les produits. On-parvient 
ainsi aux resultats suivants : 


/iBj = 


^2 


^ /lAj — a, sino.i — rtj sin 1 .1 — ~ 


+ rtj sill 2, 1 


n 




1 TV 

- nlia ^ coso. i — 

2 


■ 271 orr 

cos I . I 1 - a.;^ eos 2 . i . 

n 


- nA, = n, sino.2 — sin i. 2 — + a, sina.?.— -H.. 


2 71 
n 


f TV 2 TT o 'IT 

— nBs COSO. 3 — H- cos 1.2 h <23 C 0 S 2 . 2 - 


/I A4 — n sin o . 3 1-^2 si n 1 . 3 — si n 2 . 3 — -h . . 


27T 

/?. 


;i B 4 3 z: COSO . 3 -h- cos i . 3 — 4 - cos 2 .3 — 


271 

n 


~ i)l — 
~5]«,siii(/— 1 ) 2 -- 

. = Va,-cos(i— 1)2 — 

>i 

~ 7 '«,-siii(i — i)3 — 
■“ n 

■ =:'5'ajCOs(/. — 1)3 — 


II faiit, pour trouYor Ic devcioppement indique par le signe doii- 
ncr a t scs a valours succcssives i, 2 , 3, ..., net prendre la somme ; on 
aura en general 


n Ay — V «,• si n ( 1 — I ) (,/ — 1 ) — , 

/i 

/t - I) (./ - I) ^• 


Si Ton donne au noinhre ontier / toutes les valeurs successives r, 2 , 
3, ... qu’il peut avoir, ces deux formules fourniront les equations, et 
si Ton dcveloppe le tcrme'sous le signe ^ en donnant a i ses n valeurs 
1 , 2 , 3, ...n, on aura les valeurs des inconnues B,, Aj, B^, A^, 
Bj, .. .; et les equations [m] (art. 267) seront entierement resolues. 


272. 


H faut maintenant substituer Jes valeurs connues des coefficients 
A,, B,, Aa, Ba, A 3 , Bj, ... dans les equations (pi) (art. 266), et Ton 
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trouvera les valeurs suivanles : 

^ ^ „ Xi Ns s' + • • • • 

-.. = N,.-[M,smy, -H[MsSin^yi + Nj cosryj ] 

= X,, _ [M, sinay, — Ni cos 2 <71 ] s' [Ala sin 2 < 72 -+- Nj cos 2 < 72 1 e' + ■ • • • 

2 , = N„ - I M, siiuy - t)qi + N, cos(y - i)?,]s'*'«"''/' -+• [M, sin(/ - ■ i)r /2 Na cohu' ' ' )'7a I*"'"'''/* ' 

a,, = N„-=-[.M,sm(«-i)?,-FNiCOs(«-i)?i]s'“"'''/‘-i-[M 2 sin(//--i)( 7 s+ Nj (;<)s(« 1 ) 7 * [s' »"•'•/= . 


Dans ces equations, on a pose 



o.r. 9.11 

9 — , 73 S •> 

// n 

* * ’ > 

Ni= ^^a,cos(t — 1)7,, 

|^rt/siu(/ - 

■ O'/i. 

N2= ^^a/COs(i — 1)7., 

Mj™ ™ ^ a,' sill (/ '* 

O'/s- 

— 1)73, 

M3 ~ ^ ai^\n(t 

0 </a> 


273. 

Les equations que Ton vient de rapportei* renrcnueiil la solntimi 
complete de la question proposee ; ellc est represcntee pan (•(‘Ki* rcjiia- 
tion generale 

I = [,7sin(y-r)i n- 2 cos(,/ -, ) > '* ‘ 

I ~ ^ ^ 77 2 ^ ~ ‘ ^ ^ ^ ^ (y — ' ) » ^ 2 <•<>»( ‘ ' • I ) VI '*~~ 

dans laquelle il n’entre que des quantites connues, savoir a,, 

a„y., a„ qui sont les temperatures initiales; Kmesure de la con.lu- 

eibihte,m valeur de la masse, n nonjbre des masses echaufleesS. et i Ic 
tempsecoule. 
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II resulte de toute 1 analyse precedente que, si plusieurs corps 
egaux, en nombre n, sont ranges circulairement, et qu’ayant recu des 
temperatures initiales quelconques, ils viennent a se communiquer 
la chaleur comme on I’a suppose, la masse de cliaque corps etant 
designee par m, le temps par t, et par K un coefficient constant, la 
temperature variable de chacune des masses, qui doit etre une fonc- 
tiou des quantites w et K et de toutes les temperatures initiales, est 
(lonnee par I’equation generale {z). II faut d’abord mettre au lieu de; 
le numero qui indiquc la place du corps dont on veut connaitre la tem- 
perature, savoir r pour le premier corps, 2 pour le second, et ainsi 
de suite; ensuitc il restera la lettre i qui entre sous le signe 2; on 
doimera a i ses n valeurs successives i, 2 , 3, 4» •••, et Ton prendra la 
sorame de tous les termes. Quant au nombre des termes qui entrcnt 
(Ians cette (Equation, il doit yen avoir autant que Ton trouve de sinus 
verses differents lorsquo la suite des arcs est o — , i — , 2 —, 
c’est-ji-dire quo, le nombre n (jtant egal a 2^ - 4- 1 ou a 2A selon qu’il 
est impair ou pair, le nombre des termes qui entrent clans I’equation 
gcinerale est toujours X h- r. 
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I’our donner un exomple de I’application de cette formule, nous 
supposerons que la premiere masse est la seule que Ton ait d’abord 
eehaudee, cn sorte (jue les temperatures initiales a^, a.,, ..., a,^ soient 
toutes nulles, exceptci la premiere. Il est visible que la quantite de 
chaleur contenue dans la premiere masse se distribuera successive- 
ment entre toutes les autres. Or la loi de cette communication de la 
chaleur sera exprimee par I’cquation suivante : 


I 2 , . , ar: -2 

U) - a, -1 — a, cos ( / — i ) i — e 


— i sin V 1 
in 


ITZ 

n 


fy O.'T 

-H^a.COS(y-i)a^ e 


K , . 2 TC 
_ 2 — / sin\ 2 — 


2 o 

-f- ~ a. cos( / — 1)3 — 
n n 

- 4 - 


e 


~ i sin V 3 
in 


27 C 
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F. 


3- 
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Si la seconde masse etait seule echauffee et que les U!mp(;i*alures 
fussent nulles, on aurait 


r o .2 7T . 2 TT f • 

7, ~ a, ~ — sin (y — i) i — sin i — H- cos (y - 

^ ri ~ ti ' ^ 


2 . , . 

-a^ sin(y 
n " 


n 

, 271 . 27r 

l)2 Sin 2 — 


, 2 71 TT 

l) I — COS I 
^ ri n 


, 2 7r ‘>-Tn 

4 -cos(y — 1)2— cosa 


K 2 T£ 

•i / Hill V 1 


1/ T" 


4- 

et, si I’on supposaitque toutes les temperatures iiiitiales fussent nulles. 
excepte a^ et on trouverait pour la valeur do clj la somnie dt^s va- 
leurs trouvees dans chacutie des deux hypotheses preccdentes. Itn 
general, il est facile de conclure de I’equation generale (s) d(' I’ar- 
ticle 273 que, pour trouver la loi suivant laquelle les quantiles ini- 
tiales de chaleur se repartissent entrc les masses, on p(!ul considerj-r 
separement les cas oil les temperatures initialcs scraient aulhis, (‘x- 
cepte une seule. On supposera que la quantile de ('.haleur eonteniie 
dans une des masses se communique a toutes les aulres, eu regardant 
ces dernieres comme affectees de temperatures nulles; et, ayant fait 
cette hypothese pour chacune des masses en particulier, a raison de la 
chaleur initiale qu’elle a regue, on connaitra quelh^ est, afiri's un 
temps donne, la temperature de chacun des corps, en ajoutanl toutes 
les temperatures que ce meme corps a du recevoir dans ehaciun^ di-s 
hypotheses preccdentes. 
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Si, dans 1 equation generale (e) qui doiinc la valeur de a^, on su|»- 
pose que le temps a une valeur infmie, on trouvera 


en sorte que chacune des masses aura acquis la temperature inoyenno, 
resultat qui est evident par lui-meme. 

A mesure que la valeur du temps augmente, le premier termc 
devient de plus en plus grand par rapport au suivant. ou a la 
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soimne des suivants. II en est de meme du second par rapport aux 
teiines qui le suivent; et, lorsque le temps a acquis uue valeur consi- 
derable, la valeur de ay est representee sans erreur sensible par I’equa- 
tion suivante : 



sin(y — i)^ V a,-sin(j — i) — 
n n 

+ cos (./ — i) ^ ^ a,- cos ( j — 1 ) e 


K 

ni 


i sin V 


Kn dcsignant par a et b les coefficients de siiif/— i)— et de 

/. \2Tr . . -2 - sin V ~ 

cos(y — 0 — ^ ^ fraction e ", on aura 


Les quantites a et b sont constantes, e’est-a-dire independantes du 
leinps ot de la lettro j qui indique le rang de la masse dont la tempe- 
rature variable est ay; ccs quantites sont les memes pour toutes les 
masses. La dill'ercnco de la temperature variable ay a la temperature . 
finale ~ ^ decroit done, pour chacune des masses, proportionnelle- 
ment aux puissances successives de 4a fraction w. Chacun des corps 
tend, de plus en plus, a acqiierir la temperature finale ct la dif- 

ference entre cette deruiere limite et la temperature variable du meme 
corps finit toujours par decroitre comrne les puissances successives 
d’uue fraction. Cette fraction est la meme, quel que soit le corps dont 
on considere les changements de temperature; le coefficient de (ii\ ou 

a sin Uj -i- b cos uj, 


('ll dcsignant par uj fare (y — forme 

Asiu(«y-i- R), 

en prenant A et 13 tels que Ton ait 


a = AcosR, Z)-— AshiR. 
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Si Ton voulait determiner le coefficient de qui 
suivants, dont la temperature est ay+,, 
ajouter a rare on et ainsi dc suite; 


se rapportc aux corps 
il faudrait 

e’est-a-dire quo Ton a 


les equations 


y _. _ IV a, = ,43111 (B 

*•/ n ^ 

^ ^ ‘ ’ 
ay..- A sin (b 4- «y+ ^ • • •> 
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On voit par ces equations que les derniercs ditlcrenccs (uilri' lt‘s 
temperatures actuelles et les temperatures finales sent rcpresentccs 
par les equations precedentes, en ne conservant que lo preinii'i* tiM-ine 


du second membre de chaque equation. Ces derniercs 


din’erences 


varient done selon la loi suivante : si Ton nc considiire qu’un simiI 
corps, la difference variable dont il s’agit, e’est-a-dire I’exces <le la tinii- 
perature actuelle du corps sur la temperature finale et eoinmune, diiui- 
nuecomme les puissances successivesd’unc fraction, le temps aiignuMi- 
tantpar parties egales; et si Ton compare, pour un meme instant, lu 
temperature de tous les corps, la difference dont il s’agit varie propor- 
tionnellement aux sinus successifs de la circonferencc divisee en par- 
ties egales. La temperature d’un meme corps, prise a divers instants 
successifs egaux, est representee par les ordonnees d’une logarith- 
mique dont I’axe est divise en parties Egales, et la temperature <le 
cbacun de ces corps, prise au meme instant pour tous, est repre.s('ntee 
par les ordonnees du cercle dont la circonferencc est divisee en jiar- 
ties egales. Il est facile de voir, comme on I’a remarque plus hunt, 
que, si les temperatures initiates sont telles que les difKrences de ecs 


temperatures a la temperature moyenne ou finale soient proportion- 
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nelles aux sinus successifs des arcs multiples, ces differences diminue- 
ront toutes a la fois sans cesser d’etre proportionnelles aux memes 
sinus. Cette loi, si elle regnait entre les temperatures initiales, ne 
serait point troublee par Taction reciproque des corps et se conserverait 
jusqu'a ce qu’ils eussent tous acquis une temperature commune. La 
difference diminuerait pour chaque corps comme les puissances suc- 
cessives d’une meine fraction. Telle est la loi la plus simple a laquelle 
puisso etrc assujettie la communication de la chaleur entre une suite 
do masses cgales. Lorsque cettc loi est etablie entre les temperatures 
initiales, elle sc conserve d’elle-meme; et, lorsqu’elle ne regne point 
(nitre les temperatures initiales, e’est-a-dire lorsque les differences de 
CCS temperatures a la temperature moyenne ne sont pas proportion- 
ncllcs aux sinus successifs des arcs multiples, la loi dont il s’agittend 
toujours a s’etablir; et le systemc des temperatures variables finit 
bicntfit par sc confbndrc scnsiblement avec celui qui depend des 
ordonnees du cerclc et dc colics do la logaritbmique. 

Puisque les dernieres diffiirences entre Texces de la temperature 
(Tun corps sur la tempeirature moyenne sont proportionnelles aux sinus 
(le Tare a Textrfnnite duquol le corps est place, il s’ensuitque, si Ton 
(bisigne deux corps places aux extremites du merae diametre, la tem- 
p(irature du premier surpasscra la temperature moyenne et constante 
autant quo cettc teinpijraturc constante surpasscra celle du second 
corps. C/cst pourquoi, si Ton prend a chaque instant la somine des 
temp(';ratures de deux masses dont la situation est opposee, on trou- 
vera une somme constante; et cettc somme aura la meme valeur pour 
deux masses quelconqucs placees aux extremites d’un meme diametre. 
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Les formules qui representent les temperatures variables des masses 
disjointes s’appliquent facilemont a la propagation de la chaleur dans 
les corps continus. Pour en donner un exemple remarquable, nous de- 
tcrmincrons le mouvement dc la chaleur dans une armille au moyen 
(le T(^uation generale qui a ete rapportee precedemment. 
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on supposcra que le nombre n des masses croit successivenumt, ct 
qu’en meme temps la longueur cle chaque masse decroit dans le, lueaie 
rapport, afln que la longueur du systeme ait une valour constante. egale 
a 27:. Ainsi le nombre n des masses sera successivemont 2, on <>u h, 
ou 16, a I’infmi, et chacune des masses sera ir, on -> on on 
II est necessaire de supposer aussi quo la facilite avce laqiu'lh'. la elia- 
leur se transmet augmente dans le meme rapport ((ue le nombre (h-s 
masses ainsi la quantite que representc K lorsqu’il n’y a que deux 
masses devient double lorsqu’il y en a quatre, quadruple s’il y en a 
buit, et ainsi de suite. En designant par g- cette quantite, on voit ((lie 

le nombre K devra etre successivement rcrnplaee par 2^', 

Si Ton passe maintenant a la supposition du corps eontinu, on eei-ira, 
an lieu de m, valeur de chaque masse infiniment petite, I’eleiiK'nl r/a-; 
ail lieu du nombre n des masses, on meltra an limi de K, on 

mettra ^ - ou ^ • 

Quant aux temperatures initiales a,, •••."«> olle.s dependenl di* 

la valeur de Fare x et, en considerant ces temperatun^s eomme les 
etats successifs d’une meme variable, la valeur generale (/,■ l•(‘pl■eseule 
une function arbitraire do x. L’indicef sera alors reuqdace par ■ 

A regard des quantites oc,, a..,, a„, ces temperatures sont d(‘s va- 

riables qui dependent des deux quantites x et /. Ku designant par r 
cette variable, on aura v = c^{x,t). L’indice j, qui inanpie la place que 

Fun des corps occupe, sera remplace par Ainsi, pour appliipier Fa- 
nalyse precedente au cas ou Fon aurait une inlinite de Iranclu's, I'or- 
mant un corps eontinu dont la forme serait cello d’une armiile, il 
faudra substituer aux quantites 

K, a,-, i, ixj, i 

cedes qui leur correspondent, savoir 
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THEORIE DE LA CHALEUR. 


Cette solution est la meme que celle qui a ete rapportee dans la Sec- 
tion precedente (p. 244 ); elle donne lieu a diverses remarques : 

1“ II ne serait pas necessaire de recourir a I’analyse dcs equations 
aux differences partielles pour obtenir I’equation generale qui expriine 
le mouvement de la chaleur dans une armille. On pourrait resoudre la 
question pour un nombre determine de corps et supposer ensuile ce 
nombre infini. Cette methode de calcul a une clarte qui lui est propre, 
ct qui dirige les premieres recherches. II est facile ensuite de passer a 
une methode plus concise, dont la marchc sc trouvc naturelleiiKuit 
indiquee. On voit d’abord que la distinction des valours paitic tilieies 
qui, satisfaisant a I’equation aux differences partielles, composent la 
valeur generale derive de la regie connue pour rintegration des equa- 
tions differentielles lineaires dont les coefficients sont constants. Cette 
distinction est d’ailleurs fondee, comme on I’a vu plus baut, sur les 
conditions physiques de la question. 

2° Pour passer du cas des masses disjointes a celui (run corps eon- 
tinu, nous avons suppose que le coefficient K augirumtait projiortion- 
nellement au nombre n des masses. Ce changeinent eonliuuel du 
nombre K est une suite de ce quo nous avons demontre pnicedeimuent. 
savoir que la quantite de chaleur qui s’ecoule entre deux tranclies d’uii 

meme prisme est proportionnelle a la valeur de x designant I’ab- 

scisse qui repond a la section etc la temperature. Au restc, si Ton iic 
supposait point que le coefficient K angmente proportionnellemeiit au 
nombre des masses et que I’on retint une valeur constante pour c.c 
coefficient, on trouverait, en faisant n infini, un resultat coiitraire ii 
celui qu’on observe dans les corps continus. La diffusion do la chaleur 
serait infiniment lente et, de quelque maniere que la masse luit etc 
echauffee, la temperature d’un point ne subirait aiicuii cliaiigiuiiciit 
sensible pendant un temps determine, ce qui est oppose aux fails. 
Toutes lesfois que I’on a recours a la consideration d’un nombre infini 
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do masses separecs qui se transmettent la chaleur et que Ton veut 
passer au cas des corps continus, il faut attribuer au coefficient K, qui 
mesure la vitesse de la transmission, une valeur proportion nelle an 
nombre cles masses infiniment petites qui composent le corps donne. 

3 “ Si, dans la dcrniere equation que nous venons d’obtenir pour 
expiiiner la valeur de e, ou 0’ suppose t — o, il sera neces- 
saire que 1 equation rcpresente I’etat initial; on aura done par celte 
voio I’equation (/?) que nous avons obtenue precedemment (p. aSo), 
savoir : 


— f{.x)c.0SXdx-j-C0S2xJ /{x)C0S2xdx -h. . . 

fix)sinxdx + sin2xl f{x)sin2x dx -h . . 

0 Jo 


Ainsi ce tbcoreme qui donne, entre des limites assignees, le deve- 
loppement d’une fonction arbitraire en serie de sinus et de cosinus 
(fares multiples se deduitdes regies elementaires du calcul. On trouve 
ici I’originc du precede que nous avons employe pour faire disparaitre 
par des integrations successives tous les coefficients, excepte un seul, 
dans I’equation 

~a-+-ai cosx + cos2J7 a^ cosSx h-. . . 

sin a? -H sin 2 .a; -I- sin 3 -h . . . ; 

CCS integrations correspondent aux eliminations des diverses inconnues 
dans les equations (m) (p. 280 et suiv.) et Ton reconnait clairement 
par cette comparaison des deux methodes que I’equation (B) (page sui- 
vante) a lieu pour toutes les valeurs de x comprises entre o et 2.7:, 
sans que I’on soit fonde a I’appliquer aux valeurs de x qui excedent 
ces limites. 

279 . 

La fonction z) qui satisfait a la question, el dont la valeur est 

di^terminee par I’equation (E) (p. agS), peut etre exprimee comme il 
p 38 
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^ fj-(x) dy. H- [2 sinxf/ix) siaccda + 2 cos.r/Ast) cosa ^/a] 

H- [ 2 sin 2 ^ f /(a) sin 2ady + 2 cos 2 j; J/(«) cos 2 a t/jt] e ' 

+ [2 sin 3 ^ f /(a) sin 3 a rfa h- 2 cos 3 ,r //(«) cos 3 at dy'] 


00 


/(a)c?ot[i 

0 


+ (2 siiiJi? sin a 4 - 2 cos.^- cos a ) 6 * 

-h (2 sin 2^* sin 2 a 4- 2 cos2.r cos 2 a) e 
4- (2 sin 3 ^ sin 3 i;i 4- 2 cos 3 .r cos 3 a) c 


4 


f{a)[i -i-.2 2 coS{(a — dy. 


Le sigiie E affecte le nombre i, ct indique que la sommc <loit olrc ju-isc 
de ! = I a j = 00. On pent aussi comprcndre le premier ( eriiie. i sons cc 
signe 2 et Ton a 

s-iu - 1 -®® 

2719(^,0=/ 

4o 


11 fautalors donner a i toutes ses valeurs cn nomhres enliers (h'piiis 

— xjjusqu’a -1-20-; e’est ce que Ton a indique en ecrivant les liniiles 

— X et + 00 aupres du signe 2 ; Tune de ces valeurs d<‘. i est o. Telle 
est I’expression la plus concise de la solution. Pom* devido|»per le 
second membre de I’equation, on supposera i = o et ensuite, i t , -2, 
3 , 4 » •••; on doublera chaque resultat, excepte le preini(!r ([ui re|)<)nd 
a< = o. Lorsque t est nul, il est hecessaire que la fouction ^(.r, / ) 
represente I’etat initial, dans lequel les temperatures sont egah's a 
f{oc); on aura done I’equation identique (') 

+00 

/ /(«)^cosi(a — 

•''^0 

On a joint aux sigues J" et 2 les indices des limites entre lesquelles 
(*■) P'oir, au sujet de cette formule, la Note de l’arliclo’235, p. 231. 


G. l>. 
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I’integrale et la somme doivent etre prises. Ce theorenie a lieu genera- 
lemeal, quelle que soil la forme cle la fonction /(^c) dans I’intervalle de 
.t = o a X — 1T.; il cst le meme que celui qui est exprime par les 
equations qui donnent le developpement de F(a;) (p. 2.33), et nous ver- 
rons dans la suite que Ton pent demontrer immediatenient la verite 
de I’equation (B), independamment des considerations precedentes. 


280 . 

II est facile de reconnaitre que la question n’admet aucunc solution 
diderente de celle que donne I’equation (E) (p. aqS). En effet, la fonc- 
tion t) satisfait enlierement a la question et, d’apres la nature de 
I’equation differenticlle 


aueune autre function ne peut Jouir de cette memo propriete. Pour 
s’eii convaincre, il faut considcrer que, le premier etat du solide etant 

represente par unc equation donnec e, = /(a?), la fluxion ^ est con- 

nue, puisqu’clle equivaut a Ainsi, en designant pare.,, ou 

~dt, la temperature au commencement du second instant, on 

deduira la valour de t'a de I’etat initial et de I’equation difierentielle. 
On connaitra done dc la meme maniere les valeurs 03, c,, Cj, . . ., do 
la temperature d’un point quclconque du solide au commencement do 
chaque instant. Or la fonction satisfait a I’etat initial, puisque 

I’on a 

cp{x, o)z=f[x). 


De plus clle satisfait aussi a Equation differentielle; par consequent, 

etant dilferentiee, elle donnerait pour—, memes va- 

leurs que celles qui resulteraient de Fapplication successive de cette 
equation differentielle [ci)- Done si, dans la fonction if), on donne 
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^„eco.sivcu,ent a , les valcurs o, <o, 3a,, 4a. » ,lfei«naul 

I element du temps, on trouvera lesmemes valeurs^,, (’a. ‘S, ■ • • qu*' 
Ton aurait deduites de I’etat initial ct de I’appHcatiou cont.nuolle <le 
requation(«L Done toute fonction 0 qui satisfaltu rdquat.on d.He- 
rentielle et a I’etat initial se confond neccssaircmcnt ave.c, la (onctu.n 
cfa-,t); car cesfonctionsdonneront rune et I’autre unemenie Idnetion 
de a-, si Ton y suppose successivement « = o, w, aco, .'Ito lo, .... 

On voit par la qu’il ne peuty avoir qu’unc seule solution de la ([Hes- 
tion et que, si I’on decouvre d’une maniere (iuelcon((iie une fonrtuui 
qui satisfasse a I’equation diirerentielle et a I’etat inilial, on 
est assure qu’elle est la meme que la precedeute doniKUi par Tequa- 
tion (E). 


Cette meme remarque s’applique a toutes les reclierelies qui ou( 
pour objet le mouvement varie de la chaleur; (dh' suit evideuuuent 
de la forme meme de I’equation generalc. 

C’estpar la mem.e raison que I’integrale de requation [a] ne peul 
contenir qu’une seule fonction arbitrairo eu .t. Kn (dlel, lors(|u uni' 
valeurde v est donnee en fonction de x pour uno (•ertaine valeur tin 
temps t, il est evident que toutes les autres valours de e (|ui eori'esinm- 
dent a un temps quelconquc sont detorminees. On pent done ehoisir 
arbitrairement la fonction de x qui correspond a un eerlaiu etat, el 
la fonction de deux variables a? et « se trouve alors deterniinee. 11 n'eti 
est pas de meme de I’equation 

d-v 

^ ip — 

que nousavons employee dans le Chapitre precedent et (|ui eonvieni 
au mouvement constant de la chaleur; son integrale eontient ileu\ 
functions arbitrages en x et y; mais on peutramener eette reeherehe 
a celle du mouvement varie, en considerant I’etat final et perinanenl 
comme derive de ceux qui le precedent, et, par conaequeut, de I’elat 
initial qui est donne. 
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L’integrale que nous avons donnee 

I r®’' 

f{c()^e-^'^‘cosi{ix—x)da 

contient une fonction arbitraire f{x), et elle a la memo etendue que 
rintdgrale generale, qui ne contient aussi qu’une fonction arbitraire 
on .r; ou plutot elle est cette integrale elle-ineme, mise sous la forme 
(jui convienl a la question. En effet, I’equation 

‘’i = /(^) 

rcqu'esentant I’etat initial, et I’equation 

i>=<f{x, t) 

reprcscntant I’etat variable qui lui succ^e, on voit que, d’apres la 
forme meme du solide echauffc, la valeur de e ne doit point changer 
lors({u’on ecrit, au lieu de x, x ± afir, i etant un nombre entier positif 
quclconque. La fonction 

I r-’' 

— ^ cos«(cc — x)cla 

remplit cette condition; elle represente aussi I’etat initial, lorsqu’on 
suppose f = o; car on a alors 

I 

/(x)=—J /(a)2cos«(a — x) doc, 

d([uation qui a dte demontree precedemrnent (p. 234 et 298) et qu’il 
est d’ailleurs facile de verifier. Enfm la meme fonction satisfait a 
Tequation differenticlle 

dt ~~ dx- 

Quelle que soit la valeur du temps t, la temperature v est donnee par 
une serie tres convergente, et les differents termes representent tous 
les mouvements partiels qui se composent pour former le mouvement 
total. A mesure que le temps augmente, les etats partiels de I’ordre le 
plus eleve s’effacent rapidement et ne conservent aucune influence 
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On passe aisement de cette derniere ^nation a I’integrale dont il 
s’agit, comme nous I’avons prouve dans le Memoire qui a precede cet 
Ouvrage. 11 n est pas moins facile d’obtenir I’equation en partant de 
I’integrale elle-memc. Ces transformations rendent de plus en plus 
rnanifeste I’accord des resultats du calcul; mais dies n’ajoutent rien 
a la theorio et ne constituent nullement une analyse differente. 

On exarninera dans un des Chapitres suivants les differentes formes 
quo peut recevoir I’integrale de I’equation (a), les rapports qu’elles 
ont entre dies et les cas oil elles doivcntetre employees. 

Pour former cdle qui exprime le mouvement de la cbaleur dans une 
armille, il etait necessaire de resoudre une function arbitraire en une 
serie de sinus et cosinus d’arcs multiples; les nombres qui affectent la 
variable sous les signes sinus et cosinus sont les nombres naturels i, 

u, 3, 4. Dans la question suivante, on reduit encore la fonction 

arbitraire en une serie de sinus; mais les coefficients de la variable 
sous le signc sinus ne sont plus les nombres i, a, 3, 4. • ••; ces coeffi- 
cients satisfontii unc equation determinee, dont toutes les racines sont 
irrationnelles et en nombre infini. 



CHAPITRE V. 

DE LA PROPAGATION DE LA CHALEUR DANS UNE SPHERE SOLIDE. 


SECTION I. 

SOLUTION GfiNfiRALE. 

283. 

La question de la propagation de la chaleur a etc exposoc dans h' 
Cliapitre II, Section II, article 117 (p. qS); clle consiste a in terror 
I’equation 

dt X ~dx ) 

en sorte que I’integrale satisfasse, lorsque x = X, a la condition 

d(’ , 

K / 

k designe le rapport ^ et A designe Ic rapport ~ des deux cond ucihi- 
lites; c est la temperature que Ton observerait, aprcs le temps ecoule (, 
dans une couche spherique dont le rayon est x; X est Ic rayon <1(* la 
sphere; v est une function de x et i qui equivaut a F(a 7 ) lorsqu’on sup- 
pose i — o. La fonction F(£i?) est donnee; elle represente I’etat initial 
et arbitraire du solide. 

Si Ion fait = y etant une nouvelle indeterminee, on aura, 
apres les substitutions, 

dt ^ 

ainsiil faut integrer cette derniere equation, et Ton prendra ensuit(‘ 
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i> _ 1. On cberchera en premier lieu quelles sent les valeurs les plus 

simples que Ton puisse attribuer a j, ensuite on en formera une valeur 
generale qui satisfera en meme temps a I’equation differentielle, a 
I’equation a la surface et a I’etat initial. 11 sera facile de reconnaitre 
que, lorsque ces trois conditions sont remplies, la solution est com- 
plete et quo Ton nepourrait en trouver aucune autre. 


284. 

Suit y = e""//,, u etant une function clc a;, on aura 


mu 


cP a 


On voit d’abord que, la valeur de t devenant infinie, celle de e doit 
etre nulle dans tons les points, puisque le corps est entierement 
refroidi. On ne pent done prendre pour m qu’une quantite negative. 
Or ^ a une valeur numerique positive; on en conclut que la valeur de 
u depend des arcs de cerclc, ce qui resulte de la nature connue de 

I’equation mu Soit 

a A cos /I .r - 4 “ B si n /z .t ; 

on aura cette condition 

“ — kn}. 


Ainsi Ton peut exprimor une valeur particuliere de e par I’^ua- 
tioii 


<’ = - — ; — (A cos//a; +• B sinwa:); 


n est un nombre positif quelconque, et A et B sont des constantes. On 
remarquera d’abord que la constante A doit etre nulle; car, lorsqu on 
fait a; = o, la valeur de e, qui exprime la temperature du centre, ne 
peut pas etre infinie; done le terme Acos/ia? doit etre omis. 

De plus, le nombre n ne peut pas etre pris arbitrairement. En effet, 
F. 39 
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si, dans I’equation determinee 

— — o, 

ax 

on substitue la valeur de v, on trouvcra 

nx cosna: -h {hx — i) sin nx = o. 

Conime I’equation doit avoir lieu a la surface, on y supposcra x = \, 
rayon de la sphere, ce qui donnera 

=,_AX. 

tang«X. 

Soit A le noinbre i — AX et posons nX = e, on aura 

— ^ =:X. 
tang£ 

II faut done trouver un arc z qui, divise par sa tangentc, donne un quo- 
tient connu A, et Ton prendra 

e 


II est visible qu’il y a unc infinite de tcls arcs, qui ont avec leur taii- 
gente un rapport donne; en sorte que I’equation do condition 

nX , 

; ^ = I — /t X 

tang /I X 

a une infinite de racines reelles. 


285 . 

Les constructions sont tres propres a faire connaitre la natun* de 
cette equation. Soit [fig. la) 

M = tangs 

1 equation d’une ligne dont I’arc z est I’abscisse et u rordonnee, et 
soit 

e 
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Tequation d’une droite dont e et m designent aussi les coordonnees. Si on 
elimine u entre ces deux equations, on a la proposee | = tangs. L’in- 

connue e est done I’abscisse du point d’intersection de la courbe et de 
la droite. Cette ligne courbe est composee d’une infinite d’arcs; toutes 

les ordonnecs correspondantes aux abscisses sent 

infinies, et toutes cellos qui repondent aux points 0, -n, 27 :, 3~, 4-r:, ... 

sout nulles. Pour tracer la droite dontl’equation est w = y = 

on forme le carre Oxwi et, portant la quantite AX de co en A, on joint 


Fig. 12. 



le point A avee I’origine 0. La courbe dont I’equation est u— tangs a 
pour tangento a I’origine unc ligne qui divise 1 angle droit en deux 
parties dgales, parce que la derniere raison de 1 arc a sa tangente 
('st I. On conclut de la que, si A, ou i — AX, est une quantite moindre 
(jiie I’unite, la droite mOm passe a I’origine au-dessus de la courbe 
nOn et qu’il y a un point d’intersection de cette droite avec la premiere 
branchc. II est egalement evident que la meme droite coupe toutes les 

branches ult6rieurcs mzn, nau/i, .... Done I’equation = X a un 
nombre infini de racines reellcs. La premiere est comprise entre o 
et -) la dcuxibme entre u et la troisieme entre 2 % et — ) et ainsi 

de suite. Ces racines approchent extremement de leurs limites supe- 
rieures lorsque leur rang est tres avance. 
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Si Ton veut calculer la valeur d’une de ces raciiies, par cxeinple dr 
la premiere, on pent employer la regie suivantc : on ccrira les deux 
equations £ = arc tangw et m = arc tang« designant la longueur de 
I’arc dontla tangente est«. Ensuite, prenant un nombre quclconque 
pourw, on en conclura, au moyen de la premiere equation, la valour 
de£; on substituera cette valeur dans la seconde equation, ct Ton on 
deduira une autre valeur de «; on substituera cetto seconde valour 
de zf dans la premiere equation; on en deduira la valour de e, (jui, au 
moyen de la seconde equation, fera connaitre une troisibinci vabnir d(^ u. 
En la substituantdansla premiere equation, on aura une nouvelb'. valtuir 
de £. On continuera ainsi de determiner u par la seconde equation, (U. i 
par la premiere. Cette operation donnera dos valours <lo plus o,n plus 
approchees de I’inconnue e; la construction suivanto rzuid (‘(itlc* con- 
vergence manifesto. 

En effet, si le point m correspond (y%-. r3) a la valeur arbitrain* (juo 


Fig. i3. 



I’on attribue a I’ordonnee u, et si Ton substitue. cotto valour dans la 
premiere equation £=arctang«, le point £ corrospondra a rabsoi.sso 
quel’on aura caleulee au moyen de cette equation. Si Ton sub.stitu.* 
cette abscissee dans la seconde equation « = on trouvora une ordou- 
nee u' qui correspond au point Substituant u' dans la {zrorniiM-u 
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Equation, on trouvera une abscisse e' qui repond au point e'; ensuite 
cette abscisse, etant substituee dans la seconde equation, fera connaitre 
une oidonnec ii qui, etant substituee dans la premiere, fera connaitre 
une troisieme abscisse e", ainsi de suite a I’infini. C’est-a-dire que, 
pour representer I’emploi continuel et alternatif des deux ^uations 
precedentes, il faut, par le point u, mener I’horizontale jusqu’a la 
courbe, par Ic point d’intersection e mener la verticale jusqu’a la droite, 
par le point d’intersection u' mener I’horizontale jusqu’a la courbe, 
par le point d’intersection e' mener la verticale jusqu’a la droite, 
ainsi de suite a I’infmi, en s’abaissant de plus en plus vers le point 
eherche. 

287 . 

l.a Ji^. 1 3 qui precede represente le cas oil I’ordonnee prise arbi- 
traircment pour «cst plus grande que celle qui repond au point d’in- 
tersection. Si Ton choisitau contraire, pour la valeur initiale de a, une 
quantite plus petite et que Ton cmploie de la meme maniere les deux 
equations 

, e 

s = arc tang I/, ““X’ 

on parviendrait encore ix des valeurs de plus en plus approcliees de 


Fig. li 



I’inconnue. La fig. i4 fait connaitre que, dans ce cas, on s’eleve con- 
tinuellement vers le point d’intersection en passant par les points iz, t, 
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La r^le que Ton vient d’exposer pouvant s’appliquer au calcul de 
chacune des racines de I’equation 


qui ont d ailleurs dcs limites donnees, on doit regarder toutes ces 
racines coinme des nombres connus. Au reste, il etait seulement neces- 
saire de se convaincre que I’equation a une infinite de racines reelles. 
On a rapporte ici ce precede d’approximation, parce qu’il est fonde sur 
une construction remarqiiable qu’on peut employer utilement dans 
plusieurs cas, et qu’il fait connaitre sur-Ie-champ la nature et les 
limites dcs lacincs; inais 1 application qu on ferait de ce precede a I'e- 
quation dont il s’agit serait beaucoup trop lente; il serait facile de 
recourir dans la pratique a une autre methode d’approximation. 


289 . 

On connait maintenant une forme particuliere que Ton peut donner 
a la function v, et qui satisfait ii deux conditions de la question. Cette 
solution est represcntec par- I’equatibn 


nx 


Le coefficient a est un nombre quclconque et le nombre n est tel que 
I ’on a 

«X , „ 

^ =1 — /tX. 

tangnX 

Il en resulte que, si les temperatures initiales des differentes couches 

etaicnt proportionnelles au quotient > elles diminueraient toutes 

a la fois en conservant entre elles, pendant toute la duree du refroi- 
dissement, les rapports qui avaient ete etablis; et la temperature de 
chaque point s’abaisseraitcomme I’ordonnee d’une logarithmique dont 
I’abscisse designerait le temps ecoule. Supposons done que, I’arc £ 
ctant divise en parties egales etpris pour abscisse, on eleve en chaque 
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point de division une ordonnee egale au rapport du sinus a I arc. Le 
svsteme de toutes ces ordonnees sera celui des temperatures initiales 
(ju’il faut attribuer auxdifferentes couches, depuis le centre jusqu’a la 
surface, le rayon total X etant divise en parties egales. L’arc z dont la 
longueur representerait dans cette construction le rayon X no doit pas 
etre pris arbitrairement; il est necessaire que cet arc ait avec sa tan- 
gente un rapportdonne. Comme il y a une infinite d’arcs qui satisfont a 
cette condition, on formerait ainsi une infinite de systexnes des tempe- 
ratures initiales, qui peuvent subsister d’eux-memes dans la sphere 
sans que les rapports des temperatures changent pendant la duree du 
refroidissement. 

290 . 

Il ne reste plus qu’a former un etat initial quelcomjue, au iiioyeii 
d’un certain nombre ou d’une infinite d’etats partiels, dont elnuuin 
represente un de ces systemes de temperatures que nous avons consi- 
deres precedeinment, et dans lesquels Tordonnee vario avec la dis- 
tance a;, proportionnellement au quotient du sinus par fare. L(^ niou- 
vement general de la chaleur dans I’interieur do la sphere sera alors 
decompose en autant de mouvements particuliers, dont chaciin s’ac- 
complira librement comme s’il etait seul. 

Designons par n,, n^, ra,, ... les quantites qui satisfont a roijuation 

langnX~' 

et que I’on suppose rangees par ordre, en commetH'ant par la plus 
petite; on formera I’^uation generale 

vx ■= aje"*"!' -I- sin aje-*"!' sinrt3.'r -+-.... 

Si I’on fait t = 0, on aura, pour expriiner I’etat initial des tonipf'ra- 
tures, 

aj sin/ija? -h aj sin/Zsa: -H a* sin/i^a; -f- . . . . 

La question consiste a determiner, quel que soit I’etat initial, les coef- 
ficients a,, a., a„ a„ .... Supposons done que I’on connaisso les 



CHAPITRE V. - SPHERE SOLIDE. 


313 


valeurs dc c depuis x ■= o jusqu’a a; = X, et representons ee systenie 
de valeurs par F(a;), on aura (') 

(/f) F (./*) (<^1 sin iix 'T -1- «2 sin -V- sin + ^4 sin /i; .r 4- - . . ) . 


291 . 

Pour determiner le coefficient a,, on multipliera les deux membres 
do requation par xsinnx^dx, et Ton int^rera depuis — o jusqu’a 
.r === X. L’ integrate 

J s i n /?2 ^ sin /I ^ d.r, 
prise entrc ces limites, est 


— * - m sinnX cosmX 4- n sin/?iX cos/zX). 

— /r 


Si m et /i sont dcs nombres clioisis parmi les racines n^, 7U> ... 

qui satisfont a I’equatiou 


/2X _ 
iangnX 


1 — hX.y 


on aura 


on 


jnX 

iangmX lang/2 X 

m cosz/i X sin/zX — // sin/^/X cos/iX = o. 


On voit par la quo la valeur totalc de I’integrale est nulle; mais il y a 
un seul cas oil cette integrate ne s’evanouit pas : c est lorsque m = n. 
lilio devient alors 2 et, par I’application des regies connues, elle se re- 
dnit a 

1 X — sin2/2X. 

2 4 


(M Fourier va d6Lermiuor les coefficienls ai, ...5 mais eii admeUaiit quo le deye 
loppimenl est possible, quelle quo soil la fenction arbilraire F(.r) qui defimt > e J 
(.1 e’ost \h un point qui n’est nuUetnenl ddmoutrA Poisson, qui a signale ce ddfaul de la 
:i.S d. ;oS,i,p,Opos6, d.n, » T^n.^^C.^ur, “ 

.liffdronte, mais qui no fait que reporter sur un autre point exactemenl la 

(UlUd. , 

F. 
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11 resiiUe de la que, pour avoir la valeur tlu coefficient 
tion , il faut ecrire 


dans I’equa- 


j'xE {X] sin (x - sin xj , 

le signe f iiuliquaiit que Ton pre.id I’integrale depuis = o jus((u’a 
.1= X. On aura pareillement 


1 j" x¥{x)s\nihx dx — a, ^X — — — sina/iiXj . 

On dMerminera de raeme tous les coefficients suivants. 11 est aisc d(' 
voir que I’integrale definie 

a r,r F(.r) sin /<•»:■ c/,r 


a toujours une valeur deterininec, quelle que puisse etre la lonctioii 
arbitraireF(a;). Si cette fonction F(.a?) est representee par FordoniKu* 
variable d’une ligne qu’on aurait tracee d’une manicre quciconquo, la 
fonction a;F(aj) sin/ia? correspondra a'ussi a Fordonnec d’nnc secnnde 
ligne que Ton construirait facilement au moyen do la preinibro. l/airc 
terminee par cette derniere ligne entre les abscisses .x — o, .-v X lin'a 
connaitre le coefficient a^, i etant I’indice du rang de la racine. n. 

La fonction arbitraire F(a;) entre dans cliaque coefficient sous le 
signe de I’integration et donne a la valeur de v toute la gencralite (|iu‘ 
la question exige; on parvient ainsi a I’equation suivantc : 

sin/ii.c / sinnj.r / j; E (x') sin 

= ^ e |, 

X sin 2 n,X X— sina/i.X 

2/ii 2/tj “ 


Telle est la forme que I’on doit donner a I’integrale generale (h^ I’e- 
quation 

^ 2 dn 

dt dx^ X dx 


pour qu elle represente le mouvement de la chaleur dans la spluun* 
solide. Kn effet, toutes les conditions de la question seront remplies : 
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1 “ L’equation aux differences partielles sera satisfaito. 

2 La quantile de chaleur qui s ecoule a la surface conviendra a la 
iois a Taction mutuelle des dernieres couches ct a Taction de Tair sur 
la surface, c’est-a-dir.e que Tequation 


a laquelle chacune des parties de la valeuv de c satisfait lorsque a- = X, 
aura lieu aussi lorsqu on prendra pour c la somnie de toutes ces 
parties. 

3“ La solution donnee conviendra a Tetat initial lorsqu’on supposera 
Ic temps mil. 

292 . 

Les racines ??, , n^, n.,, ... de Tequation 

«X 

= I — rtX 

tang«X 

sont tres inegales; d’oii Ton conclut que, si la valeur du temps ecoule t 
est considerable, cliaquo terme de la valeur de v est extremement petit 
{)ar rapport a celui qui le precede. A mesure que le temps, du refroi- 
dissement augmentc, les dernieres parties de la valeur de v cessent 
d’avoir aucunc influence sensible; et ces etats partiels et elementaires 
qui composent d’abord le mouvement general, et qui sont superposes 
(le telle maniere qu’ils puissentcomprendre Tetat initial, disparaissent 
presque entierement, excepte un seul. Dans ce dernier etat, les tem- 
peratures des differentes couches decroissent depuis le centre jusqu’a 
la surface, de meme que, dans le cercle, les rapports du sinus a Tare 
decroissent a mesure que cet arc augmente. Cette loi regie naturelle- 
ment la distribution de la chaleur dans une sphere solide. Lorsqu’elle 
commence a subsister, elle se conserve pendant toute la duree du 
refroidissement. Quelle que soil la function F(a7) qui represente Tetat 
initial, la loi dont il s’agit tend de plus en plus a s’etablir ; et, lorsque 
le refroidissement a dure quelque temps, on peut supposer qu elle 
existe sans erreur sensible. 
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.N'ous appliquerons la solution generale au cas oil la sphere, ayant 
ete longtemps plongee dans un liquide, a acquis clans tons scs points 
une meine temperature. Dans ce cas, la fonction F(,r) cist r, ct la cletc'r- 
mination des coefficients se reduit a integrcr iv sin/c.r c/.r, dopuis .r o 

jusqua x = \; cette mtegralc est - . Done la valour 

d’lin coefficient quelconque estexpriinee ainsi 

2 sin nX — //X cos n \ 

n n X — sill /^ X cos n \ ’ 

le rang du coefficient est determine parcehii de la raciiie //; reqnalion 
qui donne ces valeurs de n est 


/^ X cos n X 
sin/iX 


//X; 


on trouvera done 


hX 


““ n /iX cosec /^ X - ™ co.s /^X 


II est aise maintenant de former la valour gcincrale; olio osi doniHio 
par I’equation 




/.■«!/ ci 


aX/i «,(«. X cosec «,X- col «7X) ' ' ciiK V cosoc/c.X c.os/i, \ ) 
En designant par s, , £,> Sji ... les racinos do ro<|UiiLioii 

I-//X, 


£ 

lang£ 


et les supposant rangees par ordre on conunon<;ant par la pins po(il<>, 
remplaQantn.X, n.,X, /c^X, ... pare,, e^, ot inettanf an lion do 

^ et A leurs valeurs — 


(.£, et on aura, pour exprinior los variations dos 
temperatures pendant le refroidissement (rune spliore solido qni avail 
ete uniformement echaulfee, requation 




ii !i 

' GU 


Sin £ 3 , 


•r- 




£ £1 C0S6C£, — COS£, 

X 


.. X. , 

Cl) x® 


^ £;! • coseg 


4 - . . . 
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SECTION II. 

REMARQUES DIYERSES SUR CETTE SOLUTION. 


294 . 

Nous exposerons quelques-unes des consequences que Ton pent 
deduire de la solution precedente. Si Ton suppose quele coefficient A, 
qui mesure la facilite avec laquelle la chaleur passe dans Pair, a une 
tres petite valeur, ou que le rayon X de la sphere est tres petit, la 
moindre valour de e sera extremernent voisine de zero, en sorte que 
Tequation 


se reduit a 


£ 

tang£ 


K 


X 


h\ 

K 


2 . 3 ‘ 


on, en omettant les puissances superieures de £, 


= 3 - 


K 


D’nn autre cotc, la quantile devient, dans la meme hypo- 

/Y sine^ 

Llieso, -^4^ • Quant au terme > il se reduit a i. En faisant ces sub- 

. 

stitutions dans I’equation generate, on aura 

- 3 -^ 

,,_e ’CDX ^ 

On peut reinarquer que les ternaes suivants decroissent tres rapide- 
ment en comparaison du premier, parce que la seconde racine est 
beaucoup plus grande que zero; en sorte que, si les quantiles h ou X 
ont une petite valeur, on doit prendre, pour exprimer les variations 
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(les temperatures, I’equation 


( ’ e 


Ainsi les differentes enveloppes spheriques dont le solide est compose 
conservent une temperature commune pendant toutc la durec du rcfroi- 
dissement. Cette temperature diminue comme I’ordonnee d’une loga- 
rithmique, le temps etant pris pour abscisse; la temperature initiale, 
qui est i, se reduit apres le temps t a 

-siL 

e 

Pour que la temperature devienne egale a la fraction il faut quo la 

valeur de t soit Ainsi, pour des spheres do mcme matiere 

qui ont des diametres differents, les temps qu’elles mottent a pcrdre la 
moitie, ou meme une fraction determinee de leur chaleur actuclle, 
lorsque la conducibilite exterieure est extrememeut petite, sont pro- 
portionnels a leurs diametres. II en est de meme des spheres solidos 
dont le rayon est tres petit; et Ton trouverait encore le meme resultat 
en attribuant a la conducibilite interieure K une tres grande valeur. II 

a lieu, en general, lorsque la quantite est tres petite. On pout 

regarder le rapport ^ comme tres petiU lorsque le corps qui se rc^froidit 

est forme d’un liquide continuellement agite que renfermo un vase 
spherique d’une petite epaisseur. Cette hypothese est en quelque sorlo 
la meme que celle d’une conducibilite parfaite;, done la temperature 
decroit suivant la loi exprimee par I’equation 



295 . 

On voit par ce qui precede que, dans une sphere solide qui se refroi- 
dit depuis longtemps, les temperatures decroissent, depuis le centre 
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iiirtrrs. 

2 \n\. 
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egale a /iSvdt. On doit done avoir I’equation 

A S dt 


Oil 


hst 


Si le corps a la forme spherique, on aura, en appelant X le rayon total, 
Tequation 


-j AL 

i’=ze 
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Supposons que Ton puisse observer, pendant le refroidissement du 
corps dont il s’agit, deux temperatures e, et <’2 correspondanles aux 
temps tf et t ., ; on aura 

AS _ 

CDV ” u — <1 ■ 

On connaitra done facilement par rexperience I’exposant 
fait cette meme observation sur des corps differents et si Ton connail 
d’avance le rapport de leurs chaleurs specifiques C et C', on trouvera 
celui de leurs conducibilites exterieures h et h'. Reciproquernent, si 
Ton est fonde a regarder comme egales les valeurs A et A' de la condu- 
cibilite exterieure de deux corps differents, on connaitra le rapport (!(' 
leurs chaleurs specifiques. On volt par la qu’en observant les temps du 
refroidissement pour divers liquides et autres substances enferinees 
successivement dans un meme vase d’une tres petite epaisseur, on 
peut determiner exactement les chaleurs specifiques de ces sub- 
stances. 

Nous remarquerons encore que le coefficient K qui mesure la condu- 
cibilite propre n’entre point dans I’equation 



ainsi les temps du refroidissement dans les corps de petite dimension 
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ne dependent point de la conducibilite propre, et I’observation de ces 
temps ne pent rien apprendre sur cette derniere propriete; mais on 
pourrait la determiner en mesurant les temps du refroidissement dans 
des vases de differentes epaisseurs. 

298. 

Ce (jue nous avons dit plus haut sur le refroidissement d’une sphere 
de petite dimension s’appliquc aux mouvements du thermometre dans 
1 air ou dans les liquides. Nous ajouterons les remarques suivantes sur 
I’lisage de cet instrument. 

Supposons qu’un thermometre a mercure soit plonge dans un vase 
rcmpli d’eau cchauflce, et quo ce vase se refroidisse librement dans 
I’air, dont la temperature cst constante. 11 s’agit de trouver la loi des 
abaissements successif's du thermometre. 

Si la temperature du liquide etait constante et que le thermometre y 
ffit plonge, il changerait de temperature en s’approchant tres prompte- 
rnent de cello du liquide. Soit e la temperature variable indiquee par 
le iherrnometre, c’est-ii-dire son elevation au-dessus de la temperature 
de Fair; soientn rclevalion de la temperature du liquide au-dessus de 
relic (le Fair, et l le temps correspondant a ces deux valeurs e et u. Au 
commencement de Finstant dt qui va s’ecouler, la difr(3rence de la tem- 
p(irature du thermornetre a cello, du mercure cilant e — u, la variable e 
lend a diminucr, et ellc perdra, dans Finstant dt, une quantitV; pro- 
porlionnelle a e ~ u, en sorte que Fon aura Fequation 

dv = — A (r — u) dt. 

Pendant le memo instant dt, la variable a fend a diminuer, et elle perd 
une quantite proportionnelle a u, en sorte que Fon a Fd'quation 

du z::.:. — II ll dt, 

Le coefficient H exprime la vitesse du refroidissement du liquide dans 
Fair, quantite que Fon peut facilement reconnaitre par Fexperience, 
F. 4' 
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(>t It' coelficient h exprime la vitesse avec laquelle le thermometre se 
rcfroiclit dans le liquide. Cette derniere vitesse est beaucoup plus 
irrande que H. On pent pareillement trouver par I’experience le coeffi- 
cient h, en faisant refroidir le thermometre dans lo liquide cntretenu 
a une temperature constante. Les deux equations 


clu — — 'Q.udt, dv——h{v—u)dt 


ou 




ch> 

Tt 


Iw -h 


foiirnissent celle-ci : 


r — u ^ -h 


a et b etant des conslantes arbitraircs ('). Supposons maintenant quo 
la valeur initiate de o - m soit A, c’est-a-dirc que la hauteur du ther- 
mometre surpasse de A la vraie temperature du liquide au coinmenct*- 
ment de I’immersion, et que la valeur initiale de u soit M; on deter- 
minera a et b, et Ton aura 

IT P 

c - « = (e-'U„ /“). 

4—11 


La quantite v —u est I’erreur du thermometre, c.’est-a-dire la dille- 
rence qui se trouve entre la temperature indiquee par le thernioinetro 
et la temperature reelle dli liquide au meme instant. Cette difiereneo 
est variable etl’eqiiation precedente nous fait (ionuaitre suivaiit qiielh' 
loi elle tend a decroitre. On voit, par rexpression de cette (lilferenec 
v — u, que deux de ses termes, qui contiennent diminuent (ri's 
rapidement, avec la vitesse qu’on remanjuerait dans le thermomidre 
si on le plongeait dans le liquide a temperature constante. A I’o'mrd 
du terme qui contient e“"', son decroissement est beaucoup plus lent 
et s’opere avec la vitesse du refroidissement du vase dans I’air. 11 

(1) La valeur de a est li6e a celle dc A par la relation 
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On a determine, dans les articles precedents, la temperature r qm; 
recoit, apres le temps ecoule t, une couche spherique interieure placec 
a la distance iedu centre. II s’agit maintenant de calculer la vahuir de 
la temperature moyenne de la sphere, ou celle qu’aurait ce solide si 
tniue la quantite de chaleur qu’il contient etait egalement distrihuee 
entre tous les points de la masse. Le solide de la sphere dont le rayon 

est.r etant 4-r: yj la quantite de chaleur conteuuc dans une envelopp(^ 

spherique dont la temperature est v et le rayon x sera 4 Ainsi 
la chaleur moyenne est 

I’integrale etant prise depuis x — o jusqu’a x = .\. On niettra pour r 
sa valeur 



.V X ■ .r 


sill n-^x H” . . . , 



a — 4 (sm«iX — /i,X cosniX) 

/l/( 2 rtiX — SiU 2 rt,’X') 

On aura done, en designant par s la temperature moyenne, 
y_ _ (sinei — £iC 0 S£i)^ (sin£j— £j cos£ 5 )'* 

d .4 £?(2£i— sin2£,) e|(2Ej-sin2£5)' " ' 

equation dans laquelle tous les coefficients des exponentielles soul 
positifs. 
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peratures des couches dune egale epaisseur. Des que ces derniers rap- 
ports ont lieu, ils continuent de subsister pendant toute la duree du 
refroidissement. Alors chacunedes temperatures diminue comme I’or- 
donnee d’lme logarithmique, le temps ^ant pris pour abscisse. On 
peut reconnaitre que cet ordre est aabli. en observant plusieurs 
valeurs successives s', s", qui designent la temperature 

movenne pour les temps ^ + 0, ^ -h 20 , ^ -t- 30, • . la suite de ces 
valeurs converge toujours vers une progression geoinetrique et, lorsquc 
les quotients successifs J, p> ••• ne changent plus, on cn conclut 


que les rapports dont il s’agit sont etablis entre les temperatures. 
Lorsque la sphere est d’un petit diametre, ces quotients sont scnsible- 
ment egaux des que le corps commence a se refroidir. La duree du 
refroidissement pour un intervalle donne, c’est-a-dirc le temps neces- 
saire pour que la temperature moyenne s soit reduitc a une parlie 
determinee d’elle-meme pp est d’autant plus grande que la sphere a un 
plus grand diametre. 
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Si deux spheres de meme matierc et de dimensions diHerentes sont 
parvenuesacet'etat final oil les temperatures s’abaissent en conservant 
leurs rapports, etque Ion veuille comparer les durees d’un memo refroi- 
dissement, c’est-a-dire le temps 0 que la temperature moyenne = de la 
premiere emploie pour se reduire a ^5 et le temps 0' que la teuqiera- 

ture s' de la seconde met a devenir — > il faut considerer trois cas dilFe - 

m 

rents. Si les spheres ont I’une et I’autre un petit diametre, les durees 
0 et 0' sont dans le rapport meme des diametres. Si les spheres ont 
Tune et I’autre un diametre tres grand, les durees 0 et 0' sont dans le 
rapport des carres des diametres; et si les spheres ont des diametres 
compris entre ces deux limites, les rapports des temps seront plus 
grands que ceux des diametres, et moindres que ceux de leurs carres. 
On a rapporte plus haut les valeurs exactes de ces rapports. 

La question du mouvemeni de la chaleur dans une sphfere comprcnd 
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jartriiiN, Irs rqualnm^ m . qiu rn plan nnuirnl nut Irs raraiii^rrs dis- 
fliniit'^ d«* rrllrH ijti! iMil fiMilrs Irtii'H rat‘inrs rrrllrs. Dr Hi nil ronrlut 
riunl!rriiNrnn*lil <pn‘ rerpialnm 


/ . 

i.mr 

d.Hi^ laijindtr / r^l iiMinnlrr qin* ruiult*. iir prni a^tiir auruiir rarun* 
Huaalltairr . t rifr iiiriiir prupnsiUiiH piMina 1 1 r iinirr rirr ilrdiu Ir rrillir 
anal) Nr diflrrmfr j|ni* iimi-* riiipImminH rlaiis nil df‘N f!lnipitrrs siii- 
\ aiil'"'. 

Vii H '.lr, l.i NidnlMiii *|Mr nulls a\mis dmiiirr idf'Sl pniiit fninlrr sur la 
prupiirfr d«nu pniU riiir njualiun d'asHir tunif’s srs rarinrs rrcdle^s, 
I! idalUatl p,is I'll* ma rnsairr dr flrlinnjtrrr rrllr piaijmsilinn par 

Irs priin ipi's dr r\nahsr alkn lnnjnr. II Millil puUI I’evarlMintt* d«* la 
' uliltnni ijiir ! uil* ;/i.di' puissr i iiun nlrr a^r* HM riaf HUltal ijiirl* 
rinn|in'; r.ir il s msnil ui'onrfniHriiiinit ipridli^ ilml rrprrsrnirr anshi 

luSis lUal *■'< lii'iils . 



CHAPITRE VI. 

DU MODVEMENT DE LA CHALEUR DANS UN CYLINDRE SOLIDE. 


306. 

Le mouveinent de la chaleur dans un cylindre solide d’une longueur 
infinie est represente par les equations 

dt Cl) xdx) K. dx ’ 

que Ton a rapportees (p. 97 et suivantes) dans les articles 118, 119 
et 120. Pour integrer ces equations, on donnera en premier lieu a 0 
une valeur particuliere tres simple, exprimee par I’equation 

V — It ; 

m est un nombre quelconque et u une fonction de oc. On designc par fc 
le coefficient ^ qui entre dans la premiere equation, et par h le, coid- 
ficient ^ qui entre dans la seconde. En substituant la valeur attribuee 
a V, on trouve la condition suivante : 


(P a 
dx- 


I du m 
X dx k 


— o. 


On choisira done pour u une fonction de x qui satisfassc a cette (filia- 
tion differentielle. II est facile de voir que cette fonction pent fitn' 
exprimee par la serie suivante 

a — 1 — - — -f. -2 2 1 2 __ 

2’- ^ 2 ^ 4 ^ 2 ^ 4 ^ 6 ‘^ ^ 2^42.6^8^ *•*' 


g designant la constante —■ On examinera plus particulierement par 
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hi 1 

< ’ • ' i ' 

, X 

. i 

, \ l-\' r.-K- 

■' 1 ■ . i'.'- 

Aiiihi 1 
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ljUl riilrr 
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ill* r.U'iur'-, ft I|l|r ImUIi*'** rarjllr^ Htinl !| i|||i» 1*1111 

prill .1 l.i I Hill* iiitiiiilr ilr ^ali’iir'' pai'lirtihrrrH. i!r la 
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307. 

11 faiil maintenant examiner la nature de I’equation determinee qui 
donne les valeurs de g et proiiver que toutes les racincs dc celte equa- 
tion sont reelles, recherche qui exige un examen attentif. 

Dans la serie 

“ 2- 2L/i" 2L4L6' 


qui exprime la valeur que revolt u lorsque x = X, on remplacera 
par la quantile 0, et, designant par /(O) on y cette fonction de 0, on 
aura 


r = /(5) = i-0-t- 


2- 


0^ 0'^ 

2L3-^ 2L3L4' 


I’equation determinee deviendra 


/i X. _ ^ 2^ ^ 2L 3^ ■ ' 2L 3L /p ■* 


2^ 


I? 




2-. 3* 2L3«./|« 


ou 


2 




./'(6) designant la fonction • 

Chacune des valeurs de 6 fournira uno valeur pour g, an inoyen d(‘ 
I’equation 

'IT 


0 ; 


et I’on obtiendra ainsi les quantiles g„ g, qui entrent en nomhiT 

infini dans la solution cherchec. 

La question est done de demontrer que requalion 


2 


om 

AS) 


doit avoir toutes ses racines reelles. Nous 
I’equalion 


prouverons, a eet ellet, que 


/(0) = o 
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cl toutes ses racines reellcs; qu il en est de meiioie, par consequent, de 
I’equation 

/'( 5 ) = o, 


ct qu’il s’ensuit que I’equation 


A = 


/(«) 


a aussi toutes ses racines reelles, A representant la quantite connue 
hX 


L’equation 


308 . 


„ 0 - 6 ^ 
y~l — 0-h — j- 

ri Z r\Z 


0 ’> 


2^. 3^4- ■■■’ 

etant dilTerentiec deux fois, donnc la relation suivante : 

dy . d- y 

On ecrira, eonime il suit, cettc equation et toutes celles que Ton en 
deduit par la differentiation 


y 


rf)' 

dl) 


dy . d - y 

cio ^ cm ~ 

d’^ Y . y 

w- ^ ~ 


dO^ dO'^ dO^ 


et, en general, 


d^'y .d^-^^y ^d^-^^y 


Or, si Ton ecrit dans I’ordre suivant I’equation algebrique 

X=o 

et toutes celles qui en derivent par la differentiation 
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et si Ton suppose que toute racine reelle d’une quelconque de ces 
equations, etant substituee dans celle qui la precede et dans celle qui 
la suit, donne deux resultats de signe contraire, il est certain que la 
proposee X = o a toutes ses racines reelles, et que, par consequent, 
il en est de meme de toutes ses equations subordonnees 

dx dd^ dx'^ ’ 

ces propositions sont fondees sur la theorie des equations algebriques 
et ont ete demontrees depuis longtemps (^). II suffit done de prouver 


(^) Fourier enonce ici one des consequences du beau llieoremo (|iii consLiUie sa decou- 
verte capitale dans cette theorie des Equations aIg6briquos et transcondantos ([ui n’a jamais 
eesse de Foccuper et alaqucile il a consaerd nn Ouvrago spdeial, XAiudysr. e/cs' (Uiuatlons' 
determinees'. On sait que la premiere Partie do co Traitd a soiilo parii cl a (Ho piiidioo (m 
r83i par les soins de Navier, un an environ apr6s la inort do Fourier. 

Fourier applique ^ Tequation transcoudanlo 


une proposition qui n’est demontree quo pour les dquatioiis alf^mbrupies. Dans \o XIX^ Caliior 
dii/our/ial de Vllcole Poly technique, page 382, Poisson presonlo h co siijcL (luoliiuos uv 
marques critiques qui paraissent justiO^os. Il considoro r6(iualion 

(a) = 0 , 

ou rtddsigne une constante positive, ditfdronto do runitd. La fonclion >• owl urn soliiiioa 
particuliere de r6quation di(F6rentiello 


(P) 


d^y 

dx"^ 


-(a i) 


dx 


^ 1 - af 


o, 


a laquelle on pent appliquer littdralemcnt tons los raisoiinomouts do FouricM-, Si la r^nna)-. 
suion admise dans le texto dlait exacle, on dovrail done couduro quo I'otiuiitioii (a) a 
toutes ses racines reelles. Or cetto Equation n’a qu’uno raciiio rdollo si I, osl iidwHif- die 
nen a aucune si b est positif, et, dans los deux cas, die a une iulinite do racines iiimei- 
naires, Cela suflit, semble-t-il, ddcider la question. ^ 

Cette objection de Poisson avail dto tr6s sensible it Fourier; il y rovieut i', <li verses re- 
prises, notamment H la page 6i6 du tome VIII des MSmoirex de dn- .Veic/«v>v 

et dans un travail special intiluld : Remarque.'! gdudrale-i .lur I'appUcat ion dt-.s- princim-s dr 
W?" tran.^ceadante.'!, ins6r6 au tome X, page , ,1„ ,ni^„,e 

11 ne faudrait pas conclure des romarquos prdeddentes quo lo Ihdorfemo do Fourier ne 

Ef d Equations Iransccndantes. Convonal.lemeul an- 

pliqud, ,1 joue, au contraire, dans la resolution do ces equations un rdlo Ires Zlr . 
F..™r . le p,e„i., 4 eig..,.,. o„ e'ee e j, j 

do 1 Ouvrage que nous avons cite plus haut pnsHagOs, 

(j. l). 
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est placee entee deux racines consecutivcs de 

y = o, 

etreciproquemenL. Done, eii designant par Ofel, 0., deux racines con- 
secutives de Tequation 

et par 0 . la racine de requation 

y — <) 

qui est placee entre 0 , ctOj, toute valeur d(i 0 , comprise eulre 0 , et 0 ., 

donnera a/un signe different do celiii (|ue recevrait cetU' Ibnelion y, 

si 6 avait une valeur comprise outre 0^ et O 3 . Aiiisi la (|uantile 0-- (‘sl 

nulle lorsque 0 = 0 ,; elle est iuliuie lors(|ue 0 0 ^, el uulle lors(pic 

* 

0 = 9;,. II est done necessairc quo cette (|iiaiitile 0 -- preiiiu' toiites l(‘.s 
valeurs possibles, depuiszero jusqu’a riiitini, dans I’iutervalle (h* 0, ii 
02 , et prenne aussi toutes les valeurs possibles (!(' sigiie op|)()se, d(\|)uis 
I’infini jusqu’a zero, dans I’intervalle de O 2 a 0„. Done re(|uatioii 

A - ' 

X 

a necessairernent une racine reelle entr(^ O, et O,, ; (d, (loinnui requation 

)•' 0 

a toutes ses racines reelbis (ui nombre iulini, il s’cuisuit ((Ue re((ualioii 

A 0 

X 

a la inenie propriete. On est parvenu a demontrer de cette maiiiin'e 
que I’equation determinee 


2 




2 ^ 



, . /A.. 3 


'?.7i ()■■' 



A'»X» 

aL4L(>> 


dont I inconnue est ff, a toutes ses racines reedb^s (‘t positives. 



340 


THEORIE DE LA CHALEUR. 


oil 


II est facile d’exprimer la somme de cette serie. Pour obteiiir cc 
resultat, on developpera comnie il suit la fonction cos(asin.r) eu 
cosinus d’arcs multiples. On aura, par les transformations connues. 


a cos (a sin x-) -e- 






a c 

-he 2 


V-i 




et, designant par w, 

ail) -ail) aii)-' 

2 cos(asin.s;) = e ® e ^ -1- e * « “ . 

En developpant le second menibre selon les puissances de o), on (rou- 
vera que le terme qui no conticnt point oo dans Ic devolop|)(!inenl de 
cos (a sinir) est 

ct^ a’’ a’’' fit* 

.‘“22 ^ ^^74"^ ~ 2L'4L6r82 “• • •’ 

les coefficients de to*, to’, to**, ... sont nuls; ii en est de inenie <l(*s 
coefficients des terines qui contiennent co^', to-’, to—", ...; Ii' mx'f- 
ficient de co“- est le menie que celui de to*; le coelficienl d<^ «' est 

OC^' OC^ 

r.“470 ~ 2 ^ 74.6 S Tid + • • • 5 coefficient de co“' est le ineme ijui' ci'lui 

de to’; il est aise d’expriincr la loi suivant laquelle ces eot'flicienls 
se succyent; mais, sans s’y arreter, on ecrira acosa.r an lieu de 
(to^ - 1 - ( 0 "*“), ou 2cos4-r au lieu de (to* 4 - co~’), et ainsi de suib^. Done 
la quantite cos(asina?) pent etre facilemcnt d6velop|)6e en nin* serie 
de la forme 

A + Rcos 2 .e + C C0s4 tc H- I) cos6,r -|- . . . 
et le premier coefficient A est egal a 

^ cx^ a® 

^ 2'^ 2^, 4^ 2^4^76'- “h . . . . 

Si I’on compare maintenant I’equation generaleque nous avons donnei* 
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ij" COs{a: /•) dr, 


I’iiitegrale etant prise depuis r^o jusqii’a r = -it. En designant. par q 
celte valeur, on fera dans I’equation lineaire 


ur = z (].< t ; 


I’equation en 5 ainsi obtenue aura pour integrale 

r dx 

s — a-\-h I — -rj 


rt et i designant deux constants arbitrairos; on aura done, pour I’in- 
tegrale complete de I’eq nation 


d'^ u i da 
dx^ ^ X dx 


r expression 




'a , r dx 

|-H-Z)7r / 

I t/ ^ / cos(^‘\/6''Sinr) (://• 


cos(.r v/^^-sin r) dr. 


Si I’on suppose & = o, a =• r , on aura, coinme precodeaunont, 

cos{x\/g^\nr)dr. 

Nous ajouterons les remarques suivantes, relatives a cette derniere ex- 
pression. 


L’equation 


I r"" 

-j cos(^sin w) 


2»:'? "" aM*76‘ ■ ■ ■ 


se verifie d’elle-rneme. En effet, on a 

fcoH6smu)du=f du(i- H-.. . ."i 
J J \ 2 2.3.4 2 . 3 . 4 • / 
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qu(^ la aoclion a I’ofigine soil itIimuic a la liMiipoi'aliii'c cotislaiitf* i : 

<‘ar, r(M[ua(.i()U 

()-i' ()■*(■ (fi' 

\ ■ 1 < > 

().r^ (h- <):“ 

claiil satislai((‘, ia variation inslaiilaiii'c (h* ia IciiiiHTaturr c.st ncccssai- 
taonoiit milhi. II sorait pas do iiioiiio si. apri-s avoir donno a ohaijuo 
(loiiit intorioiir dii s(did(' doiit los coordomioos sonl .0, p’, : la (otiipora- 
Inia^ iiiilialo >•, :), on doiinail a Ions los poinls do la soolicni ii 
rori<i,iii<i la tinnporalnia' oonstanlo <>. tMi voit olaironioiit, o( sans anoun 
I'alonl, (pi(', dans o(' doi'iiii'r oas. I’olat dn solido ohanp:oi’ail oontinnol- 
looH'iit ot (pio la oinilonr (iriinilivo qn’i! ronrorino so dissiporait pon it 
p('n dans fair ot dans la inasso I'roido (jni inainliinil la liasi* it la toiii- 
|ior:ilnr(t o. (!o ivsnltatost dn it la fornio <lo la Idnotion ‘j/ .c. v. ” , tpii 
di'viont nnllt^ lors([n(' .o a mn‘ valour infinio, omiinio la (piostion Ir 
snp|»oso. 

I 11 ('Hot soniltlaltio aiirait lion si los loiiiporainros initialos, an lion 
d’oiro I '^( .0, f, ;), otaioiit .I'. v, ; (lonr tons los pniiils inloritnirs 
dn prismo, |)onrvn (|no la soolionii rorijiino IVil fonjonrs rotonno it la 
tt'inporatnro o. Dans rnn ot riinlro oas, los loinporatnros initialos so 
rapproolioraioni oontinnolloinoni ilo la toinporaliiro ooiisianto tin mi- 
liiMt. (|ni ost zoro, ot los toinporainros linalos soraiont lontos iinllos. 


C.os prinoijios ofant posos, otnisidorons |o tnon\i«iiiont tlo la olialonr 
dans donx prisinos parraitoiinnit oj'anx a oolni ijiii ost I’ldijot do la 
(inostitni. I’onr lo jirtniiiorsolido. 110ns .snpposons qno los loiiiporainros 
initialos sonl 1 :) ot ijiio la haso A oonsorvo la loiiiporaturo 

tixo 1 . Donr lo sooond soliilo, nous suppusoiis ipio los toinporatnros iiii 
lialos sont '■P 3 ) nt qtio Intis los [loints do la liaso A soul roto- 

nns a la loinporatnro o. II ost iiiaiiirosto quo. ilatis lo proniior prismo, 
lo systi'ino dos toinporatnros no pout point ohaiif^or ot ijiio, dans lo 
sooond, 00 systinno vario oniitinaollomoiit jnsqu'ii 00 quo lontos ios 
loinporatnros doviiMinent millos. 
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si irii fait riHiH’idiM* tlans \v uhmih* sniido ci'S d(Mix elafs 

dillrmil^. 1«‘ iiiiiii’iriiiriif i!i‘ la tdialrur s'n|Mda‘ra lihrriiMMiL roiiuiH' si 
rxislail simiI . Dans Tftat iiiilial fariiir dos (l(‘ii\ sysliMHos 
idiac|iii‘ jaHiil dii ^ulida aura him* i riu jMM'at tir(‘ iiiilla, (‘\<a‘ph‘‘ 
\v^ jHiiill’- di* !a \ di»til la liMit|H‘i'allua' srtai t, rv qai asl ciui- 

Idriiir a riiy | hi|1n’h«\ I'Jisiiilt*, li‘H tf‘iHjtrral tua‘s du saruiid sysliaiir 
tiv idii-^ i*ii jdiin «•! -.‘i‘\aiMUiirHiit riitiiaaaiHait , [Masdaul qu<‘ 
t’ld d li |irf*iii!rr nuiHrr^ **rnitl saii^aih’un t*haH!:,aMiu*iil . IhuM*, apri's 
lilt uiliiii, If* H\sif’iitr jH*rniaui*iU di“^ trnqirraf U!'<‘s srra (‘ahii <]tir 
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rill If riaiHiil *^a Idui laifaiail la IfiN** \ a la f i-iu jaTat iir«* 


Xoii'i a|iiiiis*r«*ii^ ri*iiiarijiM‘s a la ^idiituMi jin* frilrnti* : 

^ , . hi 

r* II v%t lafilr* di* laiimaitrf* la iialiin* di* I rquaUfMi .^tang^ 

1 1^. * ’ 





} :S . 

'\m ; ;■« 


tl Hlimi a.- HU|ljMl%lT ^..ir Ai.'. I ■. <)»•' I’"" ;•'» >=* 

u r laui; » 

Tarf I ii.*iiil firn |MHir aliM-iHiii* ei u jiotir iirdfHiiH*«*. ta tti lis*** ^ 



gjjg THEORIE DE LA CHALEUR. 

composee de branches asymptotiques. Les abscisses qui correspondent 
itus asymptotes sont T’T’"'’ correspondent aux points 

d’intersection sont 7 t, 2:t, Su, .... Si maintenant on eliwe a roriginc 
une ordonuee egale a la quantite connue et que, par son extreniitc, 
onmene une parallele a I’axe des abscisses, les points d’intersection 
donneront les racines de I’equation proposee 

hi 

E range =-g- 

La construction indique les limites entre Icsquelles cliaque racine csl 
placee. Nous ne nous arreterons point aux precedes de calcul ([u’il 
faut employer pour determiner les valeurs des racines. Les recbcrcbes 
de ce genre ne presentent aucune difficulte. 

329 . 

2° On conclut facilement de I’equalion generale (E) (jik?, plu.s la 
valeur de x devient grande, plus le terine de la valour de c dans 
lequel se trouve la fraction devient grand par rapport a chacun 

des suivants. En effet, n, , n^, . . . etant des quantiles positives crois- 

santes, la fraction est la plus grande de toutes les fractions ana- 

logues qui entrent dans les terines subsequents. 

Supposons maintenant que Ton puisse observer la temperature d’un 
point de I’axe du prisme situe a une distance x extremeincnt grand(>, 
et la temperature d’un point de cet axe situe a la distaiice x -+- t , 

I etant I’unite demesure; on aura alorsy'= o, = o, et lo rapport (hi 
la seconde temperature a la premiere sera scnsiblement egal ii la frac- 
tion Cette valeur du rapport des temperatures des deux points 
de I’axe est d’autant plus exacte que la distance x est plus grande. 

II suit de la que, si Ton marquait sur I’axe des points dont ebaeun 
fut distant du precedent de I’unite de mesure, le rapport de la tempe- 
rature d’un point a celle du point qui precede convergerait continuel- 
lementvers la fraction ainsi les temperatures des points places 
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Les valeurs de n.,, n^, . . . sont done 

I /hi TT aTT 

ZVk’ l’ T’ ■■■’ 

on en concliit, comine on I’a ditplus haul, qnc, si I cst ime (res petite 
quantite, la premiere valeur n est incomparableuient plus petite qiu* 
toutes les autres, et quo Ton doit omettro dans la valeur j;euerale de e 
tous les termes qui suivent le premier. Si niainlenant on suhstitue 
dans ce premier terme la valour Irouvee pour n, en riunarquant que 
I’arc nl et I’arc ml sont egaux a lours sinus, on aura 



le facteur sous les signes cosinus elant Iri's |»elit, il s’en- 

suit quo la temperature varie tres pen pour les dillermits points irtitie 
rneme section, lorsque la demi-epaisseur / est tri's petite, (le resiillat 
est, pour ainsi dire, evident (le lui-nieine; inais il est utile di* remarcpier 
comment il estexpliqiu) par le calcul. La solution g('‘U(''rale se rtuluit en 
efl'et a un seul terme, a raison de la Luiuite de la ham', el ron a, eii 
remplaoant par I’liniteles cosinus d’arcs ex(r(''meiueut pefils. 


(iquation qui exprime, duns le cas dont il s’agil. les temperatures sfa- 
tionnaires. 

On avail troim'j cette memo ('njuation pimeedenimenl (art. 7(>. p. r>r) ; 
on I’obtient ici par une analyse eutii'reme.nl didereute. 


m. 

La solution prcicedentc fait connaitiai en (|uoi ('onsistc! ie mouvenient 
delaclialeur dans I’interieur du solide. 11 est facile de voir que, lors- 
que le prisme a acquis dans tous .scs points b's tempf'ratures .station- 
naires que nous considerons, il existe, dans cha(|ne section perpjutdi- 
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culairei) I’axe, un flux constant dechaleurqui se porte vers rextremite 
non echaufTee. Pour determiner la quantite de ce flux qui repond a 
line abscisse oc, il fautconsiderer que celle qui traverse, pendant I’unite 
de temps, un element de la section est egale au produit du coeffi- 
(•ient K, de I’aire dyds et du rapport ^ pris avec un signe contraire. 
II faudra done prendre I’integrale 

(lepuis z=:o jusqu’a z = l, demi-epaisseur de la barre, et ensuite 
depuis y = o jusqu’a y ~ 1. On aura ainsi la quatrieme partie du flux 
total. 

Le resultat dc ce calcul fait connaitre la loi suivant laquelle decroit 
la quantite de cbaleur qui traverse une section duprisme; etl’on voit 
que les parties cloignees re^oivent tres peu de cbaleur du foyer, parce 
que celle qui en emane immediatement se detourne en partie vers la 
surface, pour se dissiper dans Pair. Celle qui traverse une section quel- 
conque du prisme forme, si Ton peut parlor ainsi, une nappe de cbaleur 
dont la densite varie d’un point de la section a I’autre. Elle est conti- 
nuellement employee a remplacer la cbaleur qui s’echappe par la sur- 
face, dans toute la partie du prisme situee a la droite de la section : il 
est done nocessaire que toute la cbaleur qui sort pendant un certain 
temps de cette partie du prisme soit exactement compensec par cello 
qui y penetre en vertu de la conducibilite intericure du solide. 


332 . 

Pour verifier ce resultat, il faut calculer le produit du flux atabli a 
la surface. L’element de la surface est dxdy, et, v etant sa temperature, 
hvdxdy est la quantite de cbaleur qui sort de cet element pendant 
I’unite de temps. Done I’integrale A j dx J vdy exprime la cbaleur 
totale emanee d’une portion finie de la surface. Il faut maintenant em- 
ployer la valeur connue de o en en supposant z — l\ puis integrer, 
une fois depuis y = o jusqu’a y — I, une seconde fois depuis x — x 
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jusqu’ii'.r = X). On trouvora ainsi la moilio do la olialour qiii sort, do la 
surface superioiire dti prismo; ot, proiiant <{ua(r<^ fois 1(! rosiiilat, on 
aura la chalcur perdue par los surfaoos suporioun' ol. iuforiouro. 

Si I’ou se sort inaintcnaat do roxprossion h / d.v / oc/:;, (juo Ton 
doniio a y dans o sa valour /, quo Tou iuti';j;ro, niu^ fois do[iiiis : o 
jusqu’as = /, otunoBocondo foisdopuis.r .rjus(|u’a.r x, on aura la 
([uatrioino parlio do la chalour ((ui s’ooliappii par I(*s surfaoos laloralos. 

L’iutogralc h / dv f vdy, (Haul. |>riso onln; los limilos dosi'fiu'os. 
don lie la valour 

— s’ui Dtl (‘.OS nlv •» 

pour chacun dos (('rnios 

(iC ^ (‘OS /;/ >* cos u z 


do 0, (H rintograle h / d.v / i'dz doiiiu* 

* 

— "r-. (‘ O S /// / S III /( / C V ; 

done la quaiititci do olialiMir ([uo lo [irisiiio pord ii sa stirfaoo, dans loiilo 
la partie sitiuic ii la droiu* do la sootion doiil Talisoisso (‘st .r, so ooin- 
poso do (ous los (ornu's analojfiios a oolui-oi 


D’un autre cote, la quantiU'i dc (*lial(‘ur(jui pouctre, jiendaiit Ic luciiic 
t(‘.nips, a travors la s(u*ti()ii (lout Fahscussc* ost .r se coiiiposi* d(*s 
analogU(^s a c(iliu-ci 


f\ K a \/nC- h rr 
nin 
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Hin mi Hiuni; 


il est done nteessaire qiie Ton ait loquation 
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mn 
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•MIX ml cos n I I 


n \m^ 
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rrssi* iMiln* hi riialaiir ilissi|Ha' li la rhalaiir Iniiisiiiisf issi inia niusi*.- 
Hiiaiii’i* iiiaiiihvsli* i|a rii;ii jailhhsi*, vi |r« ralriil rajiroiliiif iri la laHiilitioH 
ijtii avail 4 ahnri! lia t»\ jiniiita* : iiiais il alail litili* fit* raiiiar«|iH»r taMIr' 
taiafiiriiiiin ihiiis iiiii* iiialit^rr aniivrllf, ijili iihivait [HMiit aiMaa'a rfi* 
siiiiiiiiHr a TAiiah so. 
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Hii|ijHisiiiis ijiin l|t ifriiii*i‘olr / «!ll rarra ijiii sort tlr liasa all |trisiiH' 
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On voit par ce resultat que la temperature des clifferents points de 
I’axe decroit rapidement a mesure qu’on s’eloigne de Torigine. Si done 
on plagait, sur un support echaulfe et niaintenu a une temperature 
permanente, un prisme d’une hauteur infinie, ayant pour base un 
carre dont le demi-cote I serait tres grand, la chaleur se propagerait 
dans I’intericur du prisme et se dissiperait par la surface dans I’air 
environnant, qu’on suppose a la temperature o. Lorsque le solide 
serait parvenu a un etat fixe, les points de I’axe auraient des tempera- 
tures tres inegales et, a une hauteur equivalente a la moitie du cote 
de la base, la temperature du point le plus echauffe serait moindre quo 
la cinquieme partie do la temperature de la base. 



CHAPITRE VlII. 


DU MOUVEMliNT DE LA CHALEUR DANS DN CUBE SOLIDE. 
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II nous reste encore a faire usage de Tequalion 


(«) 


K /d-i’ d^i’\ 

dt ~n) VdP dp dS?" j’ 


qui represcnte le inouvcmcnt de la chaleur dans un solide de forme 
cubique expose a I’action de I’air (Sect. V du Chapitre H, p. io6). On 
clioisira en premier lieu pour e la valeur tres simple 


e-""cos/id7 cos/)/ cos^-; _ 

ct, en substituant dans la proposee, on aura I’equation de condition 

rn = /c{u- -h p- -h < 7 ^), 

la Icttre k designant le coefficient II suit de la que, si Ton met au 
lieu de n, p, q des quantiles quelconques et si Ton prend pour m la 
quantite k[n^ q-), la valeur precedente de v satisfera toujours 
a I’equation aux differences partielles. On aura done I’equation 

V = cosna; cos/?/ cosqs. 

L’etat de la question exige aussi que, si a; change de signe et si / et s 
demeurent les inemes, la function ne change point; et que cela ait 
aussi lieu par rapport a y et par rapport a s; or la valeur de e satisfait 
evidemment a ces conditions. 
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Pour exprimer I’elat de la surface, on einploiera les e(|ualious stii- 


vantcs : 




±K— -h/M‘ 

± K -T- I /m' <k 

±: K “ 1 A i‘ (>, 

(h 


Elies doivent elre salisfaites (^) l()rs(|ii(‘ Ton a .r chi r - f a, 

oil j:; = ±:a. On prend le cenlre du cuhn pour rordgiiu* drs c‘(HH‘doii- 
nees et le cote est designe par 2<^/. 

La premiere des equations (/>) doniu^ 


If, sia/or cos/^^K cosf/:; i - (mks/o/' r <» 


ou 


rp /Uang/^.r I ■ -r 


equation qui doit avoir lien lorsque .r = t : a (^ ). 

II en resulte que Ton ne pent pas prendre pour n uiu* valour f|UeL 
conque, mais quc cette quantile doit salisfaire a la eoudiliou 


na lang/of 


A 

K 


a. 


(^) Pius exacLoment, on doit avoir 


{)Our j: = « oL 


K “j— -f • Av (> 
Ox 



~i- Av 


o 


pour .r = -«, et cola, quels quo soionljc el Col (5n«nc(5 hV»twid dr lui-iiu'me i..u d.u.x 

autres equations. 


(2) Avec correspondance dos sigiios, 
Tequation 


c’esL-Miro on doit proiulre x r- ,f/i ^$1 t||i 


— n lang/i.r 4 - 


A 

K 


Gt X -:= — a dans le cas contra! re. 


o, 


iL n 
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eci'its dans los tfois ligiies horizoiitales, nt Ics (juaiUitns fi,. n,. . . . 
soiit descoefficiouls iiicoimus. Or, snlnn riivjioflii'sn, si rnii fait / n. 
la temperature doitolrc la meme pour tons les poiiilsdu rulu'. fl jant 
done determiner rr, , ... en sorl<‘ (pie la vah'iir «le v soil eon- 

slantc quelles quo soient eelles de .r, do y ol do ", [HUirvii qiie elia ■■ 
cune de cos vahuirs suit comprise entro <t el a. Dosigiiant par » hi 
temperature iiiitialo eommuiu! a tons los points du solide, on posora 
les 6(]uatioiis 

I ; (ais/l,.r I r/iCOS«,.r I o, cos/i, ;■ • , . , 

r - «iC()s«,)' I f/j('os/i,>' ! (/jOoSHjV > , . , 

1 . (•/[ cos/i, c I f/2''os/)j; I f/, cos/i,; - . . . 


dans lesquellos il s’agit de dehu'iuiner </,, u,, </,. .... Ajtros a\oir iiiul- 
tiplid clnupie UKUuhre de la premii're par oosn,.»'f/.r, on ii»togror,t 
depuis *• jus<pi'a .<■ a : or il resulto do I’analyso oniployeo (ht 
cedomnieiU (art. ,T2.5) (pie Ton a I’lhpiation 


■>. sui //{ ft cos//, .r 


//,// I 1 I 

V // 1 (t ‘ ' 


M Sill fi^fi CHS r 
sill ,* 


desiguant par (x,' la (piaiitiU' i i )« oit aura 


I 


sill //, // 

ni(tij.i 


cos //,./• 


i' 


sin N^ft 
n^aii, 


cos/i^.r 


sHi /# ,## 


eette equation aura loujours lieu lorsijue I'lin donnora a .»• uiio v.di in 
comprise en Ire a ot a. 

On pouten coneliire I’l'xpression gendralo tlo o: olio oh| dmuioo pai 
I’equation suivanlo : 


C 


/sin //,//. 


COS//, .rc 


A«*, / , I 


sin //jf/ 


j'i* 


k ml ^ 


/ sin //, a 


cos/?, >*C 


Hill//,// 


t’ns/i| I 


/sin //,// 

\ /itap.. 


COS//, z e 




f- 


Hln/i,a 




7 
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336 . 


L’expression de i’ est done formee du produit de trois fonctions sem- 
blables, Tune de cc, I’autre do y et la troisieme de s, ce qu’il est facile 
de verifier immediatement. 

En effet, si, dans I’equation 


on suppose 


di' _ , ( d-v d-t’\ 

37 37 3F j’ 

«’ = XYZ, 


en denotant par X une fonction de ce et i, par Y une fonction de j et t, 
et par Z une fonction de c et t, on aura 


XY -H XZ ^ YZ /,{XY -K XZ YZ 

at dt at \ ds- dy dx-J’ 

on prendra les trois equations separees 


dt “ ' ds- ’ 


dt - ‘ dr- 


dt ' dx- 


On doit avoir aussi, pour la condition relative a la surface, 


dV h ,, 

-t- 57 V 1“ O, 
dx K 


d’oii Ton deduit 


dX h ^ 



dV 

JT'K ' 

d: 

dY h ^ 

dZ 

T- -H p Y = 0, 

Oy K 

dz 


1 1 

-f- CT- \ 

K 


-+- TT Z — O. 


II suit de la que, pour resoudre completement la question, il suftit 
de prendre I’equation 


du , d* tt 

It ” dY*’ 


et d’y ajouter I’equation de condition 


du h 
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qui doit avoir lieu Ibrsque ac = a. On mettra ensuite j ou s a la place 
de X, et Ton aura les trois functions X, Y, Z, doiit le produit est la va- 
leur generale de r. 

Aiusi la question proposee est resolue comme il suit : 




sm/ioTz 


, V sin/iirt! ... 

sXniua 
*+- 




■ co%Tuxe~ 




//,, lu, th, . . . sont donnes par I’cquation suivantc 

ha 

£ tangs , 


dans laquelle e rcpresentc lui) la valeiir de p.,- est 


r 


a 


sina/^aX 

2nia ) 


On trouve de la memo manierc les functions cs^{y, t), ip(z-, /'). 


337 . 

On pent sc convaincre ([uo cettc valour do e rcsnnt la qiioslion dans 
toute son etenduc, ct (|uo rintegralo complete de I’etjuation aux dido- 
renccs partiellcs (a) doit necossairemcnt prendre cclt(> fornni pour ox- 
priiner Ics temperatures variables du solide. 

En elfet, I’expression de e satisfait a Tequation (a) el mix conditions 
relatives a la surface. Done les variations des temperatures qui rcsul- 
tent dans un instant de Taction des molecules et de Taction de Tair 
sur la surface sontcclles que Ton trouveraiten differentiant la valour 
de c par rapport a L 11 s’ensuit quo si, au commencement d’un instant, 
lafonction e representc le systbme des temperatures, olle representera 
encore celles qui ont lieu au commencement de Tinstant suivant, ct 
Ton prouve de meme que Tdtat variable du solide sera toujours ex- 
prime par la fonction v, dans laquelle on augmentera continucllement 
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la valour do t. Or cette memo fonction convient a I’etat initial done 
elle representera tous les etats ulterieurs du solide. Ainsi, Ton est 
assure quo toute solution qui donnerait pour v une fonction differente 
do la precedente serait erronee. 


338 . 

Si Ton suppose que le temps ecoule t est devenu tres grand, on 
n’aura plus ii considerer que le premier termc de I’expression de v\ 
car les valours n.,, ... sont rangees par ordre, en commencant par 
la plus petite. Co terme est donne par I’equation 

/ sin /2. a\’ ,, . 

= ) cos«, a; cosrt.y cos/2, 

\>hav-\) 

voila done Fetal, principal vers lequel le systeme des temperatures tend 
conlinucllement, nt avoc lequel il coincide sans erreur sensible an 
bout d’un certain temps. Dans cet ctat, la temperature de chacun des 
points decroit proportionnellementaux puissances de la fraction 
alors les etats succossifs sont tous semblables ou plutot ils ne diffe- 
rent quo par la quantite des temperatures, qui dirninuent toutes 
comme les termes d’une progression geometri(}ue en eonservant leurs 
rapports. 

On trouvera facilement, an moyen de I’cquation precedente, la loi 
suivant laquolle les temperatures decroissent d’un point a I’autre dans 
le sens des diagonales ou des aretes du cube, ou enfin d’une ligne 
donnee do position. On rcconnaitra aussi quelle est la nature des sur- 
faces qui detorminent les couches dememe temperature. On voit que, 
dans I’ctat extreme et regulier que nous eonsiderons ici, les points 
d’unc meme couclie conservent toujours la memo temperature, ce qui 
n’avait point lieu dans I’etat initial et dans ceux qui lui succedent im- 
mediatement. Pendant la duree infinie de co dernier etat, la masse se 
divise en une infinite de couches dont tous les points ontune tempera- 
ture commune. 



382 


THfiORIE DE LA CHALEUR. 
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II est facile de determiner, pour un instant donne, la temperature 
moyenne de la masse, c’est-a-dire cellc que Ton obticndrait en prenant 
la somme des produits du volume de chaque molecule par sa tempera- 
ture et en divisant cette somme par le volume entier. On formera ainsi 


I’expression f S f de la (empdraturc 

moyenne V. L’integrale doit etre prise successivement par rapport a it, 
a 7 et a 3 , entre les limites —aeta; v elant egal au produit XYZ, on 
aura 


{lafN- 


z J \dx J '\ dy j 'ldzx 


ainsi la temperature moyenne esL f / - l<‘s trois integrales 


totales ont une valeur commune; done 


^Vr= 


siii[rt]«\ 

n^a J 


1 e-k„\ 

F-i 



- r r . ... 

IJ-i 


La quantite na equivauta t, qui est une racine de I’equation 

, ha 

£ tange 

h. 

et (A est egale a - ^n- On a done, en designant les dilTerentes 

racines de cette equation par e,, e^, . . ., 

E* I* 

LyV:=( 4 - 

^ \ , sinaej \ fis / ^ 

IH- J "I-* 

3, estentre o et-, £2 est entre it et les moindre.s limites it, 2-, ... 

approchent de plus en plus des racines Ej, e^, ... et finissent par se 
confondre avec elles lorsque I’indice i est trijs grand. Les arcs doubles 
2E,, aEj, . . . sent compris entre o et tc, entre 2tz et 3it, . . .; e’est pour- 
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tures que Ton observe ont une expression de cette forme 


3 hi. 

Ae ci>«. 


Si maintenant, dans I’equation 

na COS na h 

sm?ia 

on suppose que le second membre differe tres peu de I’unite, on 
trOLive 

h 

K“ "3“^ 

‘6h 

done la fraction 6“*"’ est e 

On conclut de la que, si le rayon de la sphere est tres petit, les vi- 
tesses finales du refrolclissement dans ce solide ct dans le cube circon- 
scrit sont egales et qu’elles sont Tune et I’autre en raison inverse du 
rayon; e’est-a-dire que, si la temperature d’un cube dont le denii-cote 
est a passe de la valeur A a la valeur B dans le temps i, une sphere 
dont le demi-diametre est a passera aussi dans le memo temps de la 
temperature A a la temperature B. Si la quantile a venait a clianger 
pour I’un et I’autre corps et devenait a' , le temps nccessaire pour 
passer de A a B aurait une autre valeur l' et le rapport des temps l et /' 
serait celui des demi-cotes a eta'. 

11 n’en est pas de memo lorsque le rayon a est extrememciit grand ; 
car £ equivaut alors a et les valeurs de na sont les quantiles iz, air, 
S-u, — On trouvera done facilement, dans ce cas, les valeurs des frae- 

tions e ces valeurs sont e et e . On tire de la cos 

deux consequences remarquables : 

1 ° Etant donnes deux cubes de grandes dimensions, dont a ct a' 
soient les demi-cotes, si le premier emploie le temps t pour passer de 
la temperature A a la temperature B, et le second le temps i' pour ce 
meme intervalle, les temps t et t' seront proportionnels aux carres 
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temperature ne peut avoir cette forme simple qu’apres qu il s est (‘(“oule 
un temps considerable, a moins quo I’etat initial donno ne suit hii- 
meme represente par la fonction cos-x-cosj eoss. C’est ce (lue 1 on a 
suppose dans la Section VIII du Cbapitro I (art. KM), p. Hi). L’analyse 
precedente demontre la verite de rcquation (unploycn' duns 1 article 
que Ton vient de citer. 

On a traite jusqu’ici les questions fondamentales de la llieorie. dc la 
chaleur et considere Taction de cet element dans les corps priuci- 
paux. L’ordre et Tespece des questions out etc Udlement clioisis (jne 
chacune d’elles presentat unc difticulte nouv(dle et d’un d(*gri' plus 
eleve. On a omis a desscin les questions interinediaiivs, <|ui sunt en 
trop grand nombre, telles quo la question du niouveinenl lincairc dc 
la chaleur dans un prisme dont les extremites sc'raicnt reUmucs ;« dcs 
temperatures fixes, ou exposees a Tair atinosphcriiiuc. On pourrail 
generaliser Texpression du mouvement varie d(“ la (diabMir dans Ic 
cube ou le prisme rectangulairc qui se rel'roidil dans un iniliiui acri- 
forme, et supposer un ctat initial quelcon(|ue; c.cs recln'rclics n'exi- 
gent point d’autres principcs quo ceux qui sent ex[diqucs dans ced Oti- 
vrage. 



CHAPITRE IX. 


DE LA DIFFUSION DE LA CHALEUlt. 


SECTION I. 

DU MOUVE.\IENT LIBRE DE LA CHALECR DANS UNE LIGNE INFINIE. 


342 . 

On considere ici le mouvement de la chaleur dans une masse solide 
homogene dont toutes les dimensions sont infmies. On divise ce solide 
par des plans infmiment voisins et perpendiculaires a un axe commun, 
et Ton suppose d’abord qu’on a echauffe une seule partie de la masse, 
savoir cello qui cst comprise cntre deux plans A et B paralleles, dont 
la distance est g. Toutes les autres parties ont la temperature ini- 
tialc o; mais chacun des plans compris entre A et B a une temperature 
initiale donnee, quo Ton regarde commearbitraire, etqui est commune 
a tons ses points; cette temperature est differente pour les differents 
plans. L’etat initial de la masse etant ainsi detini, il s’agit de deter- 
miner par le calcul tons les etats successifs. Le mouvement dont il 
s’agit est seulement lineaire, et dans le sens de I’axe des plans; car il 
est evident qu’il ne pent y avoir aucun transport de chaleur dans un 
plan quelconque perpendiculaire a cet axe, puisque la chaleur initiale 
de tons ses points est la meme. 

On pent supposer, au lieu du solide infini, un prisrae d’une tres 
petite epaisseur, et dont la surface convexe est totalement impene- 
trable a la chaleur. On ne considere done le mouvement que dans une 
ligne infinie, qui est I’axe commun de tons les plans. 

La question est plus generale lorsqu’on attribue des temperatures 
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entierement arbitraires a tous les points de la partie do la masse qui a 
ete echauffee, tous les autres points du solidc ayant la tomporaturo ini- 
tiale o. Les lois de la distribution de la cbaleur dans uno masse solide 
infmie doivent avoir un caractere simple et remarquablc, parce quo le 
mouvement n’est point trouble par I’obstacle dcs surfaces et par I’ae- 
tion du milieu. 

343 . 

La position de chaque point etant rapportee a trois axes rectan}j;u- 
laires, sur lesquels on mesure les coordonnecs a-, j, z, la temperature 
cherchee est une fonction des variables ix:,y,z et du temps /. Cett(' 
fonction e ou y, z, t) satisfait ii Tequation generale 

^ . <h> _ K fdU' 

dt^ Cl) d/* dF ) ' 

De plus, il est necessaire qu’elle represente I’etat initial, qui est arbi- 
traire; ainsi, en designant par F(a;,y, c) la Valour doiinee de la t(un- 
perature d’un point quelconque, prise lorsquo le temps est mil, e’list- 
a-dire au moment oii la diffusion commence, on doit avoir 

{b) o{a;,y,z,o)-z=.h\^c, y,s). 

II faut trouver une fonction e dcs quatre variables .r, y, z, i qui sali.s- 
fasse a I’equation differentielle (a) et a I’equation determinee [h). 

Dans les questions que nous avons traitees precedemmeiit, I'inte- 
grale est assujettie a une troisibme condition qui deimnd di^ I’etat do 
la surface. C’est pour cette raison que I’analyse en est plus coinposeo 
et que la solution exige I’emploi des termes exponentiels. I, a forme di' 
I’integrale est beaucoup plus simple lorsqu’ello doit seulement satis- 
faire a I’etat initial, et il serait facile de determiner immediatiunent le 
mouvement de la cbaleur selon les trois dimensions. Mais, pour ex- 
poser cette partie de la theorie et faire bien connaitre suivant quelle 
loi la dilfusion s’op^re, il est preferable de considdrer d’abord le mou- 
vement lineaire, en resolvant les deux questions suivantes; on verra 
par la suite comment elles s’appliquent au cas des trois dimensions. 
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solicle est exprime par la figure de la courbe. Nous designerons par 
(> = F(a;) I’equation doiinee qui correspond a I’etat initial, et nous sup- 
posons d’abord, pour rendre le calcul plus simple, que la figure ini- 
tiale de la courbe est composee de deux parties symetriques, en sorte 
que Ton a la condition 

F{^) = F(-^). 


Soil 


dans I’^uation 

on fera 
et I’on aura 



riL _ 

CDS ~ 


di> , (’ 

d-f- 


— hv. 


du j d- u 

dt dx- 


On prendra pour m la valeur particuliere cosqx-, a cl q sont des 

constantes arbitraires. Soient q^, q>,qi, ... uno suite de valeurs quel- 
conques de q, et a,, ... unc suite de valeurs correspoiidantes 

du coefficient a-, on aura 


u = CQ%qyX c.c%q%x h- cosc/,,.i' 


Supposons : i" que les valeurs q.., q.^, . . . croisscnt par degros iii- 
finiiiient petits, comme les abscisses q d’une certaine courbe, en sorte 
qu’elles deviennent egales a dq, idq, d>dq , ..., dq ctant la diUdrentielle 

constante de I’abscisse; 2 “ que les valeurs a^, a.^, soient pro- 

portionnelles aux ordonnees Q de la meme courbe, et qu’clles devien- 
nent egales a %dq, ^.,dq, Q^sdq, ..., Q etant une certaine fonction 
de q. II en resulte que la valeur de u pourra 6tre exprimee ainsi 

=y Q,o%qx dq . 

Q est une fonction arbitraire f[q), et I’integrale peut etre prise de 
i/ = o a ^ = co. La difficulte se reduit a determiner convenablenient 
la fonction Q. 
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346 . 

Pour y parvenir, il faut supposer t=Q dans I’expression de u et 
I’egaler a F(a;). On a ainsi I’equation de condition 

F(ar)= J' (^(toiiqx dq. 

Si I’on mettait au lieu de Q une fonction quelconque de q, ct que Ton 
achevat I’integration depuis q = o jusqu’a q = co, on trouverait une 
fonction de x; il s’agit de resoudre la question inverse, c’est-a-dire de 
connaitre quelle est la fonction de q qui, etant noise au lieu de Q, don- 
nera pour resultat la fonction F(.'r), probleme singulier dont la solution 
exige un exainen attentif. 

En developpant le signe de I’integrale, on ecrira comme il suit 
I’equation dont il faut deduire la valeur de Q 

F(i!?) = Qi cos^'t « <^<7 -t- Qs COSTS'* dq •+- Qj cosq^x dq -j-. . . . 

Pour faire disparaitrc tous Ics termes du second membre, excepte iin 
seul, on multipliera do part etd’autre par cosrxdx, et I’on integrera 
cnsuitc par rapport a x depuis a; = o jusqu’a x = mc, n etant un 
nombrc infini ; r rcpresente une grandeur quelconque egale a I’une des 
suivantes 

^ 2 ) * 

ou, ce qui est la meme chose, 


dq, ^dqy ^dq, 


Soient qi une valeur quelconque de la variable q, et qj une autre 
valeur qui est celle que I’on a prise pourr; on aura 


et 


r^jdq 
q z=z idq. 


On considerera ensuite le nombre infmi n comme exprimant com- 
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bien I’linite de longueur contient de fois Telement dq, en sortc que I’on 
aura 


1 



En procedant a I’integration, on reconnaitra quo la valour do riiilc- 
grale / Q,Qsqxco?,rxdx est nulle toutes les fois quo r ot q sont des 
grandeurs differentes; inais cette meme valour do I’intogralo ost ^ 
lorsque q = r. II suit de la que I’integration eliinine dans lo sooond 
membre tous les termes, excepte un soul, savoir colui qui oontionl 
qj ou r. La fonction qui affecte ce nieme terme ost Q^; on aura done 



C,(^%qx dx = — Qy d(i\ 


et, mettant pour ndq sa valeur i, on a 





COS <7^? dx ; 


on trouve done, en general, 


ttO 

2 



cos^^ dx. 


Ainsi, pour determiner la fonction Q qui satisfait a la (ioudilioii pro- 
posee, il faut multiplier la fonction donnee F(.r) [)ar eos«/.r r/.r, ot in- 

tegrer de a; nulle a x infinie, en multipliant le resultat par c.’ost- 
a-dire que, de I’equation ' 

/ oo 

/(?) COBqxdq, 

on deduit celle-ci 

2 r" 

= F(a:)cosg'a;d/ai'. 


En substituant la valeur de f{q) dans I’expression de F(.r), on 
obtient I’equation generale 
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348 . 


Supposons en premier lieu que toutcs les terhpcratures initiales des 
points compris entre a et b, depuis .x = — i jusqu’a a? = i, aient 
pour valeur commune i, et que les temperatures de tous les autres 
points soient nulles. La fonction F(a;) sera donnee par cette condition. 
II faudra done integrer, par rapport a .x, depuis a; = o jusqu’a .-r = i ; 
car le reste de I’integrale est nul d’apres riiypothesc. On trouvera 
ainsi 

0 = --"- 
TT <J 


et 


TIC’ 

2 



%mq 


dq 

T' 


Le second membre pent etre facilement converti on serie convergente, 
commo on le verra par la suite; il represente cxactemcnt I’etat du 
solide en un instant donne et, si Ton y fait i — o, on exprime I’ctat 
initial. 

Ainsi la fonction 


2 

7t 


/■ 


sinq cos 7^ 


dq 


equivaut a I’unite si Ton donne a x unc valeur ({U(dcon({ue comprise 
entre — i et i, mais cette fonction est nullc si Ton doniKi a .r toute 
autre valeur non comprise efttre — i et i. On voit par la ([ue les Ibne- 
tions discontinues peuvent aussi etre exprimees on integrales definies. 


349 . 

Pour donner une seconde application- de la formule precedente, 
nous supposerons que la barre a cte echaufiee cn un do ses points par 
I’action constante d’un meme foyer, et qu’elle est parvenue a I’elat 
permanent que Ton sait etre represente par une courbe logaritb- 
mique. 

II s’agit de connaitre suivant quelle loi s’opercra la dilfusion de la 
chaleur apres qu’on aura retire le foyer. En ddsignant par F(a.-) la va- 
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est composee de deux branches symetriques que Ton forme en repe- 
tant, a gauche de I’axe dey, la partie de la logarithraique qui est a la 
droite de cet axe et a pour equation 

y = e-^. 

On voit ici un second exemple d’une fonction discontinue exprimee 
par line integrate definie ('). Cette fonction - J 7:,!^ equivaut a 
e-^- lorsque x est positive; mais elle est if lorsque x est negative. 

351 . 

La question de la propagation de la chaleur dans une harre infinie 
dont I’extremite est assujettie a une temperature constantc sc reduit, 
comnie on Ic verra dans la suite, a celle de la dilfusion do la chaleur 
dans une ligne infinie; mais ilfaut supposer que la chaleur initiate, an 
lieu d’affecter egalement les deux moities contigues du solide, y est 
distribuee d’une maniere contraire; e’est-a-dire qu’en ropresontant 
par F(ir) la temperature d’un point dont la distance au milieu de la 
ligne est x, la temperature initiale du point oppose, pour lequcl la dis- 
tance est — a;, a pour valeur — F(a?). Cette secondc (juestion dillcre 
tres peu de la precedente et pourrait etre resolue par une methodo sem- 
hlable; mais il est preferable de faire dependro sa solution do I’analyse 
qui nous a servi a determiner le mouvement do la chaleur dans les 
solides de dimensions finies. 

Supposons qu’une partie aZ) [fig. :6) de la harre prismatique infinie 
soit echauffee d’une maniere quelconque et que la partie opposee 
soit dans un etat pared, mais de signe contraire, tout le rcste du solide 
ayant la temperature initiale o. On suppose aussi que le milieu envi- 
ronnant est entretenu a la temperature constante o, et qu’il rccoit de 
la barre ou lui communique la chaleur par la surface cxtericure. II 


(') 11 ne s’agit plus ici d’uue fonction rdellement discontinue, mais plut 6 l d’uno fonction 
exprimee par deux lois diffdrentes suivant quo la variable est positive ou ndgativo. 

G. D. 
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s’agit de trouver quelle sera, apres un temps donne t, la temperature e 
d’un point dont la distance a I’origine est x. 


Fig. i6. 



0 {) ,r 



On considerera d’abord la barre echauffee comme ayant une longueur 
finie aX, et comme etant soumise a une cause exterieure quelconque 
qui rctient ses deux extremites a la temperature constante o; on fera 
cnsuitc X = 00. 

352 . 

On omploiera d’abord I’equation 




K dU’ 

HL 


(H 

~ CD dx^ 

CDS 

ou 


. 1 

II 

I 

/ii>; 

et, faisant 




on aura 


II 



On exprimera comme il suit la valeur generale de n 

u z= aj -h -i- -t-. . 

faisant ensuite x = X, ce qui doit rendre nulle la valeur de e, on aura, 
pour determiner la serie des exposants g, la condition 

sin^X = o ou gXrr^iv:, 
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j etant un nombre entier. Done 




sin • 


TT^ 




-A 


sm2 


7:x 

X 


II ne reste plus qu’a trouver la serie des constantes a^, a^, — Fai- 

sant / = 0, on a 


£i = F (it?) 


. TT^r . 'KO! 

: a. sm^ -H sin2 


. rr^ Cl n . 


, 7r.r 


Soit ^ =r, et designons F(aj) ou pai’/(r); on aura 

/(/•) =«i sinr + aj sin2r + assinSr-i- 

Or on a trouve precedemment 

2 

ai-=i- I f{r)s\nir dr; 

^ Jo 


done 


j F(^) 


L’integrale devait etre prise de r = o a r = tc; done elle doit etre prise, 
par rapport a x, depuis a; = o jusqu’a a; = X. En faisant ces substitu- 
tions, on forme Tequation 


7:x 

' (a?) sin dx' 


(a) 


4 -e sm2-^J F (a:.*) sin 2 . J . 


353. 

Telle serait la solution si le prisme avail une longueur tinie repre- 
sentee par aX. Elle est une consequence evidente des principes quo 
nous avons poses jusqu’ici; il ne reste plus qu’a supposer la dimen- 
sion X infinie. Soit X = nt:, n etant un nombre infini ; soit aussi q une 
variable dont les accroissements infiniment petits dq sont tous egaux; 
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on ecrira ^ au lieu de n. Le terme general de la serie qui entre dans 
I’equation (a) etant 


— i^k 

e 


TC- f 


sxni 


.Tl.V 


X. 





on representera par ^ Ic nombre i, qui est variable et qui devient in- 
fini. Ainsi Ton aura 




En faisant ces substitutions dans le terme dont il s’agit, on trouvera 

Chacun de ces termes doit etre divise par X on ^ : il devient par la 

une quantile infiniment petite, et la somme de la serie n’est autre 
chose qu’une integralc, qui doit etre prise par rapport a y de 9' = o a 
q z=x>. Done 


(a) 


’ — . '-^0-'“ j' a- Sin qxdq J'f (x) sinqx dx. 


L’integralc par rapport a x doit etre prise de a? = o a a; = 00, ce qui 
(lonne une fonction de q; et la secondc integrale doit etre prise par 
rapport a q do ^ = o a y = co. On pent aussi ecrire 


oil 


Ttr 


Trr 


f oo ^00 

Sin qx drj j ^{oc) sinqocdx 
do 

/« ^00 

F{a)doc I sin qx sin qocdq, 

Jo 


L’equation (a) contient la solution generale de la question ; et, en sub- 
stituant pour F(.r) une fonction quelconque, assujettie ou non a une 
loi continue, on pourra toujours exprimer en x et t la valeur de la 
temperature : il faut seulement remarquer que la fonction F(a;) cor- 
respond a une ligne forniee de deux parties egales et alternes. 
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354 . 


Si la chaleur initiale est distribuee dans le prisme de telle maniere 
que la ligne FFFF [jig. 17) qui represente cet etat initial soit forrnee 



0 


de deux arcs egaux places a droite et a gauche du point fixe o, le inou- 
vement variable de la chaleur est exprime par I’equation 

— =e~^“f ¥{(x)dcxf e- cos qx cos q Cl d/j. 

Jq Jq 

Si la ligne ffff [fig. 18) qui represente I’etat initial est forrnee de 



deux arcs pareils etalternes, I’integrale qui donne la valour do tempd- 
rature est 

Lorsqu’on supposera la chaleur initiale distribuee d’une maniere quel- 
conque, il sera facile de conclure des deux solutions precedentes I’ex- 
pression de <^. En effet, quelle que soit la fonction 9 (.■») qui reprosento 
la temperature initiale et donnee, elle se decompose toujours en deux 
autresF(a?)+ /[cc), dont Tune correspond a la ligne FFFF, et I’autrc 
a la ligne fj^, en sorte que Ton a ces trois conditions : 


/(a)rfa/ e~^’^'‘sinqxsinqocdq. 
^0 


¥{x) = ¥{—x), f{x) = — /{—x), <f{x)=:¥(x)+/ix). 
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iOl 


On a deja fait usage de cette remarque dans les articles 233 et 234. 
On sait aussi que chaque etat initial donne lieu a un etat variable par- 
tiel qui se forme comme s’il etait seal; la composition de ces divers 
etats n’apporte aucun changement dans les temperatures qui auraient 
lieu separement pour cliacun d’eux. II suit de la qu’en designant pare 
la temperature variable produite par I’etat initial que represente la 
fonction totale <p(a;), on doit avoir 

co% q X dq J F(a) cosgra^^a 

/ oo 

/(a) smqada 



Si Ton prenait entre les limites — oo et +oo les integrales par rap- 
port a a, il est evident que Ton doublerait les resultats. On peut done, 
dans I’equation precedente, omettre au premier membre le denomina- 
teur 2 , et prendre dans le second les integrales pour a depuis a = — oc 
jusqu’a a = -i-oo. On voit facilement aussi que Ton pourrait ecrire 

/ ip(aj cosi/a r/a au lieu de / F(a) cos^'a (ia ; car il resulte de la 

d 00 — 00 

condition a laquelle est assujettie la fonction /(a) que Ton doit avoir 


o 



COS>qada:- 


-Hoo ^ 

On peut encore ecrire / (p(a)sin^a(fa au lieu de j /(a)sin^a^/a, 
car on a evidemment 


o 



sin^a da. 


On en conclut 


71 (’ 


X" 


»)cosqa.coiqxdoL+ f (f{<x)smqtxs\nqx da 
d — 00 
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ou 


: 


X -t-oo 

(fi{x) da. e ' *'/*' c»H >/ ( - • «)'/'/• 

M •■0 


355. 

La solution do cette sccondo qu(‘s(ioii Inil t'oiinnitrc 
quel rapport il y a entre los iutej^rales detiiiies (|U(‘ nous vi'iions il en»- 
ployer et les resultats do I’analyso (jtu* nous avons ajqtlitjutu* jui\ 
solides d’une figure detenninee. la)rs(|U(‘, dans los Siudes <’onvorgonto> 
que cette analyse fournit, on donno aux (juantiles (|ui (Irsif^tn'nl !i*>« 
dimensions unc valour infinio, (diaciin dos lornios doviont infiniinoiit 
petit, et la somme do la serie n’osi au(r(> chose <ju’unc intcgralc. On 
pourrait passer dirccteinent d(^ la incinc inaiiitu’c, cl sans auciinc cfUi- 
sideration physique, des divorses series Irigoiionielriqnes que non*' 
avons employees dans Ic (lliapitia! Ill aux inlegrah's deiinies; il nous 
suffira de donner quelques exenq)l(‘s de e(‘s Iransrormalitins dorit In', 
resultats sont rcmarquahles. 

350. 

Dans I’equation 


7t 

7 = smw H- 
4 


sill u 


' • r 

r SI 11 a II 


I . 
stu 7 


donnee aux articles 184 et "222, on eerira an lieu de ;/ la quantile . 

x estune autre variable et n ost un noinhre irdini egal a f/ est uue 

quantite formcc successivement par raddilion de ses jiarties inliui- 
ment petites egales ii dq. On ropresentera le noiniire variable i jiar 

Si, dans le termc general , t t)'^i on met pour / et n 


leurs valeurs, ce terme deviendra 
serie sera 


— sinaf/.r. Done la somme de la 


!/■ 


Sinai/./ 




I ll vi‘n hi; i\. 


lun rsioN i>K i, v chalki h. 


l'ili(«‘K''**l'‘ (»risi> lie tj II a /y -r.x uii a iloiic rcijiialiiui 

, f sm ut t 

I '*.11 ^ *! 

i|iii a h-iiit la valrtir (!t‘ .r, 

SiHl yr/.r t\ I'liaiil iiih* \.Uia!ili\ (Hi aura 

nii »/# rr r*" . iir 

v\ I slur 

i ^ ^ /■ 

rrlliMailiHir ill’ ilrliiiii* f Hiur ^ ivsl (■‘uiniui* di^jiuis lung- 

lriii|i'^. Si, tui r iirgalif* rHi jiruiiait la iutngraln (1(‘ 

r it a r ini aitrail miilnmiiiiH'il liii rn‘'il!lat du Higiit* (‘utifrairn 


.a riHiiariju*’ ijiir imhi»% di’ lairi* siir la Naluur (l(‘ rin!ngral«* 


I * 1 

ilr !'r% 


HI i-hI Mil 


iHUil M r\ir a lain’ (‘(iuiiajt la* la nature 


I « ,#• \iii 


iliifi! aiiiiin^ limiir lili . II iH la v.ilmr egah* a I (HI 

II li, .r «»ii 11 r**t laHiijiri^i* I’Uln' i et i. !*,u ellet. 


I ■*'^**’/ 


J ^ 1 I 


li* jiri'iiiNH'’ laiil , t»ii f*rl«.iu ijui* y-' t tint* ijiiiiiitilr 

jiii%iliir i*ii ie f*ria.i|i«l ^ | .r ■ I J %allt ntl ■ ' 

»r!«n ijiii* I I « s| mu* |m«iln<* iMi iif^alivi*. (hitif rmti'grah 

lul.il.* . *.1 mill** *.) I I «'l » » «*»t »>*•«»»' Higiu*: ••ar. tlaun cf ni.*^ 

Ii *. .|rii\ IrruH -. sr ; iiiai!*. 'i xi'iit ilr sigiu- liif 

I .( ■Iiri- Hi r»ii it 1*11 imam* .r i i ^ <i rl ■« i - . " 

ii’fiiii'H j»'iijiiiilf*iil 1*1 la v;il<*ur ill' I iiili'gJ'ali* •‘f'l ’• UntH 1 iiitt 
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grale definie ^ sitif cos^a?^ est une fonction de x egale a i , si la 

variable x a une valeur quelconque comprise entre i et — i; ot cette 
nieme fonction est nulle pour toute autre valeur de x non comprise 
entre les limites r et — i. 

358. 


On pourrait deduire aussi de la transformation des series en inte- 
grales les proprietes des deux expressions 

2 r'°c,o%qxdq 2 ^“qsinqxdq 

La premiere (art. 350) equivaut a e~‘^ lorsque x est positive, et a 
lorsque x est negative. La seconde equivaut a si x est positive, et 
a ~ si X est negative ; en sorte que ces deux integrales ont la memo 
valeur lorsque x est positive, et ont des valeurs de signe contraire 





lorsque x est negative. L’une est representec par la lignc eeee {/ig. 19 ), 
I’autre par la ligne es.ee {fig- 20 ). 

L’equation (‘) 


I . sinasina; 

— sin — = — 5 ^ 

2 a a 71 ^ — a^ 


sia 2 asin 2 ,r _ sin 3 a sin 3. r 

' ir’- — 22a“ 71- — 3 ^o£® 


( 1 ) Plus exactement, le second membre de TdcjuaLion est 6 gal k 

variable x est comprise entre o et a; il est dgal a zdro si x est comprise entre a et r. 
Pour retroLiver I’integrale ddterminde par Fourier, il suffit de suivro sa mdthoclo en rcm- 
plaoant dans le terme g^ndral de la sdrie 

2 a sin/Tza sin/?z.r 

— rn^oL^ 


a, .r, m respectivement par Tt.dq^ xdq, 


± 

dq 


G. D. 
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une question semblable (art. 346) et demontre I’equation generale 

i£) -F{x)= Q,o%q.Tdqi V{x)c,o%q x dx, 

^ • 0 *' U 

qui est analogue a la precedente. 


360. 


Pour donner une application de ces theoremes, nous supposerons 
/■(a;) = a?'"; le second membre de I’equation (e) deviendra par cette 
substitution 

^Xnqcodq / s^mqx dx. 


L’integrale 


J X'' sin qxdx ou ~:ij‘q{qxYs\nqxdx 

equivaut a j lYsinudu, I’integrale elant prise de u nullc a a in- 

fmie. Soil p. cette integrate totale 

/ u^'^mudu; 

'-*0 

il reste a prendre Tintegrale 

jf sin^^ dq on sin u diu 


Designant par v cette derniere integrale prise de u nullc a a infinie, 
on aura pour resultat des deux integrations successives le terme 
On doit done avoir, selon la condition exprimee par requation (c), 


- X’ ^ [XJ X 


ou /JLV = - : 
‘ 2 


' u''&\nuduQl / «-'‘sinH— est 

0 

7 " Par exenaple, en faisant r= — on trouve pour f sa va- 

2 J \Jii 


leur connue 
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on a done les deux equations 


et 


T, f{x)-=L J s^mqxdq J 

^ -f- 00 

/{ol) sin < 7 a da 

— 00 

7rF(^)— ^ CO^qxdqj 

^ -t-oo 

f .F(a) cosqa da, 

GC 


On a remarque precedemment qu’une fonction quelconque o{x) se 
decompose toujours en deux autres, dont Tune F(a7) satisfait a la con- 
dition r(a;)™F(-a;), et dont I’autre /{x) satisfait a la condition 
f(x) = — /(— x). On aaussi les deux equations 


^ -f- 00 H- 00 

o= F(a)sin 5 'ad« el o— f (a) cosy <x da ; 


on en conclut 

Tt[F(x)-h/{fc)]='r:i;j>(x)=^-i-J^ smyxdqj f{a)s\nqada 

^ -t- » 

-hi (tosqxdqi F(a) C 0 S< 7 a r/a 
♦- 0 00 


et 


TT 9 (x) 

= 1^ sinqxdq j 
Jo J — 

OU 





n(p(x)= c 

J - oo 


X -»- 00 x»ao 

(D{a)da I {sinqx sinqa -h cosqx cosq a) dq 
00 do 

ou enfin 

(E) 9(a;) = ^ J' (o{a) da j' cosq{x — a)dq. 


L’integration par rapport a q donne une fonction de x ct a, et la s('- 

conde integration ferait disparaitre la variable a. Ainsi la fonction 

00 

representee par I’integrale definie / cos 5 '(a;— (a)dq a cette singu- 

do 

like proprike que, si on la multiplie par une fonction quelconque 
cp(a) et par da, et si Ton integre par rapport a a entre des limites infi- 



CHAPITRE IX. - DIFFUSION DE LA CHALEUR. 409 

iiies, le resultat est egal a TC(p(^); en sorfce que I’efFet de rintegratioii 
est de changer a en a; et de multiplier par le nombre 


(1) L’inl6grale 


/■ 


cos — a ) dq 


dont parle Fourier n’a aucune valeur ddtermin^e; car on a 


f . , sin/!(.r — a) 

/ COS<7(.r — a.)dq= 

*J Q ^ 

ct le second membre ne tend vers aucune limite lorsque h grandit ind6finiment. II semble 
done difficile d’attacher un sens precis h. la proposition 6nonc6e dans ce dernier para- 
graphe. 

La formule c616bre (E), que donne ici Fourier et k laquelle son nom est rest6 attacli6, 
pent recevoir ime signification trbs nette lorsqu’on la prdsente de la maniere suivante : 

Considdrons uno fonction cp(j;), analogue ^ cedes que Ton rencontre en Physique mathe- 
matique, demeurant comprise outre deux limites fixes lorsque sc varie de — oo a -Has. 
n’ayant qu’un nombre limitd do discontinuiL6s et de maxima ou de minima. Designons, a 
Texemple de Dirichlet (Journal de Crelle, t. 17), par cp(.r-H o) la limite de ^(x -\-h) et 
par cp(.r — o) la limite do cp(.r — h) lorsque h tend vers z6ro par des valeurs positives. 
Cela pos6, on pout 6noncer los propositions suivanles : 

L’int6grale double 


J(A,B,/0 = 


- / cp(a)^a I C 0 Sq(x — (x)dq~- I ^q I cp(a)c0S7(.^ ~ a) ^a, 
Jll Jq Jh 


ou h est un nombre positif et ou Ton a B< A, tend vers une limite d^termMe J (A, B,oo) 
lorsque, A et B restant fixes, /i grandit inddfiniment. Cette limite est - [cp(. 2 :-ho)-t- (d(x — o)] 

1 I 

si X est compris entre A et B, - cp(B -ho) si x est 6gal k B, -•cp(A — o) si x est egal k A, 

2 2 

o si .3? est plus grand que A ou plus petit quo B. 

II rdsulto de Ik quo J(A, B, oo) a une limite d6termin6e Jo(^) lorsque B et A tendent 
rospectivement vers — oo et -h co, et quo cette limite d4termin6e est ^gale k 

i[cp(.r-ho)-hcp(.r — o)], 


ou a cp(.r) lorsque <p(^) ost continue pour la valeur de x consid6r6e. 

Les propositions pr6c6dentes subsisteront alors mtoe que la fonction «p(^) deviendrait 

infmie pour certaines valeurs de x, en nombre limits, pourvu que Fint^grale 'f(x)dx 
demeure finie pour les valeurs de x qui rendent <f(x) infinie. G. D. 

F. 



410 


THEORIE DE LA CHALEUR. 


362. 

On pourrait deduire directement requation (E) du theoreme, rap- 
porte dans I’article 234 (p. nSo et nSi), qui donne le developpement 
d’une fonction quelconque F(rr) en serie de sinus et de cosinus d’arcs 
multiples. On passe de cette derniere proposition a cellos que nous 
venons de demontrer en donnant une valeur infinie aux dimensions. 
Chaque terme de la serie devient dans ce cas une quantile differen- 
tielle. Ces transformations des fonctions en suites trigonometriques 
sont des elements de la Theorie analytique de la chaleur; il est indis- 
pensable d’en faire usage pour resoudre les questions qui dependent 
de cette theorie. 

La reduction des fonctions arbitraires en integrales definies, telle 
que I’expriment I’equation (E) et les deux equations elementaires dont 
elle derive, donne lieu a diverses consequences que Ton omettra ici, 
parce qu’elles ont un rapport moins direct avec la question physique.- 
On fera seulement remarquer que ces memos Equations se presentent 
quelquefois dans le calcul sous d’autres formes. On obtient, par 
exemple, ce resultat 

(E') — - I cosq{x — oc)dq, 

^•4 do 

qui differe de I’equation (E) en ce que les limites do I’integrale prise 
par rapport a a sont o et qo, au lieu d’etre — qo et -+-qo. II faut consi- 
derer, dans ce cas, que les deux equations (E) et (E') donnent pour 
le second membre des valeurs egales lorsque la variable x est posi- 
tive. Si cette variable est negative, I’equation (E') donne toujours 
pour le second membre une valeur nulle. II n’en est pas de meme de 
I’equation (E), dont le second membre equivaut k f (n?), soit que Ton 
donne a a:; une valeur positive ou une valeur negative. Quant a I’equa- 
tion (E'), elle resout le problerae suivant ; Trower une fonction de x 
telle que, si x est positive, la valeur de la fonction soit (p [x), et que, si x 
est negative, la valeur de la fonction soit toujours nulle. 
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THEORIE DE LA CHALEUR. 


La valeur de u' ou p — est celle de la difference entre la tem- 

perature actuelle et la temperature finale; cette difference u' , qui tend 
de plus en plus a s’evanouir, et dont la derniere valeur est nulle, equi- 
vaut d’abord a 


en designant par F(r») la temperature initiale d’un point situe a la 
distance x. Soit f[x) cet exces de la temperature initiale sur la tem- 
perature finale, il faudra trouver pour u' une fonction qui satisfasse a 
I’equation 


qui ait pour valeur initiale f[x), et pour valeur finale o. Au point A, 

-X jut 

oil X est egal a o, la quantite v — e a, par liypothesc, une valour 
constante egale a o. On voit par la que u' represente une clialeur exce- 
dante qui est d’abord accumulee dans le prisme, et qui onsuite s’eva- 
nouit, soit en se propageant a I’infini, soit en sc dissipant dans Ic 
milieu. Ainsi, pour representer I’effet qui resulte de I’ecliauffement 
uniforme de I’extremite A d’une ligne infiniment prolongcc, il faut con- 
cevoir : que cette ligne est aussi prolongee a la gauche du point A, 

et que chaque point situe a droite est presentement affecte de la tem- 
perature initiale excedante; 2 " que I’autre moitie de la ligne a la 
gauche du point A est dans un etat contraire, en sorte qu’un point 
place a la distance — a?du point A a pour temperature initiale 
ensuite la chaleur commence a se mouvoir librement dans I’interieur 
de la barre et a se dissiper a la surface. Le point A conserve la tempe- 
rature o, et tous les autres points parviennent insensiblement au 
merae etat. C’est ainsi que I’on peut ramener le cas oil le foyer exte- 
rieur communique incessamment une nouvelle chaleur a celui ou la 
chaleur primitive se propage dans I’interieur du solide. On pourrait 
done resoudre la question proposee de la meme maniere que celle de 
la diffusion de la chaleur (art. 347, 353 et 354); mais, afm de mul- 
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tiplier les moyens de resolution dans une matiere aussi nouvelle, on 
cmploiera I’integrale sous une forme diflferente de celle que nous avons 
consideree jusqu’ici. 

364 . 

On satisfait a [’equation 

du u 

dt dx'^ 


en supposant u egale a Or, cette derniere fonction de ^r.et t pent 

etre inise sous la forme d’integrale definie, ce qui se deduit tres facile- 


ment de la valeur connue de j' e~^^dq. On a en elfet \jiz— j e~‘>' dq 

lorsque I’integrale est prise de ^ = — oc a ^=-i-qo. On aura done 
aussi 





h dtant une constante quelconque, et les limites de I’integrale etantles 
memes qu’auparavant. De [’equation 





on conclut, en faisant = kt, 

^ 4-00 _ 

1=: — r:. / dq ; 

done la valeur precedente de u ou equivaut a 





On pourrait aussi supposer u egale a la fonction 


a et n etant deux constantes quelconques; et Ton trouvera de meme 
que cette fonction equivaut a 



dq. 
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On pent done prendre, en general, pour valeur de u la 
infinite de valeurs semblables, et Ton aura 


u 



e-i‘' dq\a^e~''' 


[x+lq^jkl) e-'-aO 


Les constantes a,, a^, a^, . . . et n^, n^, n^, . . . etant ind^ 
serie represente une fonction quelconque de a? 4- 2^ s/'kt 

u=Je-'!^(fi{a: + 2q\lkt)dq. 

L’integrale doit etre prise de m = — ao a m = 00, et la val 
fera necessairement a I’equation 

da ,d^a 

Tt 

Cette integrate , qui contient une fonction arbitraire, 
connue lorsque nous avons entrepris nos reclicrches sur 
la chaleur, qui ont ete remises a I’lnstitut de France dj 
decembre 1807; clle a ete donnee par M. Laplace, dan 
qui fait partie du Tome VIII du Journal de Vlicole Pol^ 
nous ne faisons que I’appliquer a la determination d 
lineaire de la chaleur. On en conclut 


(' = e-*' C 

00 


<s>{x 2 q \J kt) dq e ' ; 


lorsque t est egal a zero, la valeur de u est F(<r) — e 
done 

/{x)—f (f{x)e-'i’dq et 9 (j;) =-!/(, 
00 s/v: 

Ainsi la fonction arbitraire qui entre dans I’integrale ei 


(1) Laplace, Memotre sur defers points d' Analyse : Sur le Calcul d 
ratrices. — Sur Ics intdgralos d^fiiiios des dqualions k diffdroncos par 
passage reciproquo des Rdsiiltats rdels aux Resultats imaginairos. — Su: 
Equations aux differences fmies non lindaires. — Sur la Rdduction dos fc 
(Journal de VJ^cole Poly technique^ XV® Cahior, p. 229-265. Voir plus 
p. 235 k 2.^4)- 
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ou 


ou 


/II L t 


JL^-^Vks / 
s/n 

f dq. 


s/r. 


En designant par r la quantite q+ ^ expression precedente 

"Vks CDS / e-’-'dr; 


est 


\Jv: 


cette integrale j e-’’- dr doit ^re prise, par hypothese, dcpuis 

/TT/ /K7 1 • 

.'r+2^y ^ =0 jasqu'a x-^2qy ==oc, ou dcpuis q — 

V giT 

jusqu’a y = co, ou de r= jusqu’a co. 


La'seconde partie de I’integrale est 

-U A--<' 

s/tiJ 


\/ Cl) 


^ ^.lc7\ /HL 


OU 


OU 


\/tt 


Le Vks / gwy./'i'VcDS^^ 


e-'’' dr, 


/UL HE/ 

__L. V IvS "*■ CDS 

■ v/S 

en designant par r la quantite q — L’intcgrale j e~''' dr doit 

etre prise, d’apres I’hypothese, depuis x = — co jusqu’a 


/Kf 


x-\-2qy-^ = o, ou de q = — -x, a q 
depuis r— — CO jusqii’a r = — 


^ > c’est-a-diro 

Kt 


/K.t 
’ V Cl) 


HLi X 


CDS m 
^ V CD 
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La fonction designee par ^{^(R) est connue depuis longtemps et Ton 
pent calculer facilement, soit au moyen de series convergentes, soil 
par les fractions continues, les dififerentes valeurs quo re?oit cetto 
fonction lorsqu’on met au lieu de R des quantites donnees; ainsi 
I’application numeriquc de la solution n’est sujctte a aucune difli- 
culte {'). 

366 . 

Si I’on fait H nulle, on a 



Cette equation represente la propagation de la chalcur dans une harm 
infinie dont tous les points etaient d’abord a la temperature o, et dont 
I’extremite est elevee et entretenue a la temperature constante i . On 
suppose que la clialeur ne peut se dissiper par la surface cxlericuire (l(* 
la barre ou, ce qui est la meme chose, que cctte harre a une cpais- 
seur infiniment grande. Cette dernierc valour de e fait done connaitre 
la loi suivant laquelle la chaleur se propage dans un solidc termine 
par un plan infini, en supposantque cc mur, infiniment epais, a d’ahord 


(1) Pour ce qui concerne le calcul num6riquo des foncLioiis quo Fourier ddsigno ici cl 
dans Tarticle suivant par tj;(R) et cp(R), on pourra consulter : 


Kr.i.mp, Analjse des refractions astronomiqms et torrestres, Strasbourg oL Loipsiok. 
an VII. 


Get Ouvrage contient : i® une Table des valeurs do TiiUdgralo Jf c uno Table 

des logarithmes de cette intdgrale; 3° les logarithmes du produit f cr ^\it, 

c/x 

Bessel, Fundamenta dstronomice (Koenrgsberg, i8i8). 

Legendre, Traits des fonclions elliptiques et des int(^grales ciderlenncs^ t. II, p. 020, 
521 . 

Encke, Astronomisches Jahrhuch fur i834, Berlin. iSSa. 

B.\dau (R.), Tables de Vintegrale = f e~^^dt. — Ajinales de Vohservatoire dc 

d'l 

Pard, Partie theorique, t. XVIIL 


Les Tables que contient ce Mdmoire permettent d’obtenir lo logaritbnao do a 
d’unite pres du septieme ordre decimal. D. 
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dans toutes ses parties une temperature constante initiale o et que Ton 
assujettit la surface a une temperature constante i. II ne sera point 
inutile de faire observer quelques resultats de cette solution. 

En designant par (p(R) I’integrale e-’-'dr prise depuis r = o 
jusqu’a r = R, on a 

= j -9(R) et ']'(-«) = 

lorsque R est une quantite positive; done 

+ (-R)-i 1;(R) = 29(R) et <' = 1-29/- 

iv® 

En developpant I’integrale (p(R), on a 


9(R)=: 


v/tt 


R - - ^ R»+ — ^ 10 ^ - 10- 

I 3 1.2 5 1 . 2.5 7 


done 



i" Si Ton suppose x nulle, on trouvera v = i . 

2*^ Si, X n’etant point nulle, on suppose i! = o, la somme des termes 

qui contiennent x represente I’integrale J'e~''’dr prise depuis 7' = o 

jusqu’a /• = 00, et par consequent equivaut a ^ ; done e est nulle. 

3 ° Differents points du solide places a des profondeurs differentes 
. 27 ,, a?2, x^, . .. parviennent a une meme temperature apres des temps 
differents t}, ..., qui sont proportionnels aux carres des lon- 
gueurs a?, , 273 

4 ° Pour comparer les quantites de chaleur qui traversent pendant 
un instant infmiment petit une section S placee dans I’interieur du 
solide a la distance x du plan echauffe, on prendra la valeur de la 
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quanfite - KS^, et I’on aura 
.SK 



ainsi I’expression cle la quantite ^ est entierement degagee tlu signc 
integral. La valeur precedente, a la surface du solide echaufic, est 
S ce qui fait connaitre comment le flux de chaleur a la surface 

varie avec les quantites C, D, K, /; pour trouver combicn Ic foyer com- 
munique de chaleur au solide pendant un temps ecoule l, on ptamdra 
I’integrale 


Tf)K 


v/^; 


ainsi la chaleur acquise croit proportionncllerncnt a la racine carree 
du temps ecoule. 

367 . 

On peut trailer par une analyse semblable la question de la difl'usion 
de la chaleur, qui depend aussi de I’integration de I’equation 

dv , , 

Jiv. 

■ at ax^ 


On representera par f{x) la temperature initiale d’nn point de la 
ligno place a la distance x de I’origine, et Ton cherchcra a determiner 
quelle doit etre la temperature de cc meme point apriis un temps i. 
Faisant 

V = 

on aura 

dt ^ dx^ ’ 

et par consequent 

e-v' (p(a; -l- 2q\fFt) dq. 
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;» e taut quc la variable x qui est sous le signe de fonction est 

■rv/" 

positive, etque cette meme fonction equivaut a e ^'lorsque la variabb* 
qui est affectee du signe f est moindre que zero. Done 


v* ''' dc/-^ I e-i'e 


.T \J ‘ +■ 2<'/ /ht 


la premiere integrale doit elre prise depuis x + ‘3.q\Jkt o jusqu’ii 
X ^q\jkt = x, et la seconde depuis a? -t- 2 <7 = - xi jiisqu’a 

X H- ‘iqsfkt = o. 

La premiere partie de la valeur de v est 






2 —e C 
/ir J 

I -v/l r 

~e e-'dr, 

VTT J 


en faisant i'=q + \//it. L’integralc doit otrc prise depuis q ■ 

jusqu’a q = X3, ou depuis r= \jht ^ iusqu’ii /■ — -x. 

2 y kt 

La seconde partie de la valeur de p est 

— e I 

v/tt j 

Oil 

fe->-'dr, 

\Jtz j 

en faisant r ~ q — \{ht. L’integrale doit etre prise de /•=- 
r = ~ \Jht ^ ou de r = sjhi H ^ a r = x. 
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a etant une constante quelconque; on a done 
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e- fi‘ 


OU 




e~^' dql I — ^aq -\- 


1.2 1.2.3 


Cette equation a lieu quelle que soit la valeur de a. On pent developper 
le premier membre; et, par la comparaison des termes, on obtiendra 

les valeurs deja connues de Tintegrale J'e~^"g''dq. Cette valeur est 

nulle lorsque /^ est impair; et Ton trouve, lorsque n est un nombre 
pair 2 m, 


i: 


e~i' dq 


l.i IZ 
2 2 2 2 



371. 

Pour satisfaire a I’equation 

da _ , d'-u 
dl ’ 

on peut supposer a — et en general u = on en deduit 

facilement (art. 364) I’integralc 

/ -t-* 

■+- iq\Jkt) dq. 

On a employe precedemment pour I’integrale de la ineine equation 
I’expression 

u — coswja; -H -t- a-^ cos/ij^; + . . . 

ou celle-ci 


u — «! sin«i.2; 4- <22 e“"s*'sin«2ic 4- aj e-";*' sin H- . . . , 

a,, a^, Oj, ... et n,, n.;,, n^, ... etant deux series de constantes 
arbitraires. II est aise de voir que cbacun de ces termes equivaut a 
F. 54 
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I’integrale 


y e-v- cosn{x-\- 2 q\/kt) dq 


Oil 


sinrt(« + iq\Jkt) dq. 

En effet, pour determiner la valeur de I’integrale 

y e~i'' s\n[x + -iq^ kt)dq, 

on lui donnera la forme suivante : 

fe-1-- sin^ co% 2 q^Ttdq +fe COS X ^\r\2 q sj kt dq 

ou celle-ci : 

^ ]dq I e~^ cos^ — == 

2 2 J J 


/ 


e-« sina; 


2V/- 


dq. 


qui ^uivaut a 


sin^r 


00 O-/ __ 00 

-I- co s a? ^y dq — ^ d(^ . 

L’integrale dq, prise depuis ^ = — as jusqu’ii y = os, est 

\j~-, on a done, pour la valeur de I’integrale J e“'''“sin(.T + ‘iqyjkl) r/y, 
la quantite er''‘ sina;, et en general 

_ ^-t-oo 

\/7re~'^’'^'^sinn^ = / %\\xn[x 2q \J kt) dq. 

oo 

On determinera de la meme maniere I’integralc 

00 

j Q,o?> n[x 2 q \/ kt) dq, 

.1/ 00 

ilont la valeur est v'ue""’*‘cos«it;. 
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liiieaire. Lorsque les corps n’ont point lours dimensions infinies, la dis- 
tribution do la chaleur est continuellement troublee par le passage du 
milieu solide au milieu elastique; ou, pour employer les expressions 
propres a I’Analyse, la fonction qui determine la temperature ne doit 
pas seulement satisfaire a I’equation aux differences partielles et a I’etat 
initial : elle est encore assujettie a des conditions qui dependent de la 
figure de la surface. Dans ce cas, I’integrale a une forme plus difficile 
a connaitre, etil faut examiner la question avec beaucoup plus de soin 
pour passer du cas d’une coordonnee lineaire a celui des trois coordon- 
nees orthogonales ; mais, lorsque la masse solide n’est point interrom- 
pue, aucune condition accidentelle ne s’oppose a la libre diffusion de 
la chaleur : cet element se meut de la meme manicro dans tons los 


sens. 


La temperature variable e d’un point d’unc ligne infinic est ex- 
primee par I’equation 


(0 
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■2q 


\Jt) 


X designe la distance entre un point fixe o et Ic point m dont la tem- 
perature equivaut a v apres le temps ecoule t. On suppose quo la cha- 
leur ne peut se dissiper par la surface exterieure de la barre inflnie, 
et I’etat initial de cette barre est expriine par Tcquation /(■*•)• 
L’equation differentielle a laquelle la valour de v doit satisfaire est 
celle-ci : 
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Tt 


Cl) dx‘^ 


Mais, pour simplifier le calcul, on ecrit 

W 


dv 

Tt 


dx^ ^ 


ce qui suppose que Ton emploie au lieu de t une autre indeterminee t 
egale a 

Si, dans une fonction f{x) de x et de constantes, on .substitue 
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■f ■ '/isi .1 ' <■( •'I, ujtri's .mur iiiiilti|ilif |i;ir ' i- “ ,hi, on inti>”i-i' 
|iar nqiitorf a n foiJn- di-s liiiiih's mtinirs, ri*\jirf'%siiin 
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ilislllirra Iriiin IrriiirN jiMur la |1 ii\mi!j par r.ippuli *1 I. I't ri'H li’iilH Irrilir^ 
rri|\ ||||I* rnii Il'HiiiriMlI rii prriKilil Ll lllIXliill Hf*rri||i|i» jiiilir rflil* 
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